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KXIV. BAND DRITTES HEFT 1956 


Biegung diinner Platten und Variationssaitze bei einem nichtlinearen 
Elastizititsgesetz 


Von K. Ozden 


1. Einleitung und Ubersicht. Viele Stoffe befolgen auch schon bei kleinen endlichen Verzer- 
rungen nicht mehr das Hookesche Gesetz, so da man an seiner Stelle mit einem nichtlinearen 
Elastizitatsgesetz rechnen mu. Ein solches Gesetz, dessen Anwendbarkeit wie in der klassischen 
Elastizitatstheorie auf kleine endliche Verzerrungen beschrankt bleibt, hat H. Kauderer ange- 
seben!. In dieser Arbeit sollen nun einige Wege aufgezeigt werden, auf denen sich mit diesem 
Gesetz die Biegung diinner Platten berechnen 1aBt. 

Nach einer Zusammenstellung der Grundgleichungen des nichtlinearen Elastizitatsgesetzes 
(Ziff. 2) werden die Differentialgleichungen fiir die Biegung diinner Platten in rechtwinkligen 
(Ziff. 3) und in Polarkoordinaten (Ziff. 4) hergeleitet. Die letzteren werden fiir den speziellen 
Fall der gleichfoérmig belasteten diinnen Kreisplatte mit eingespannten Randern mittels einer 
Potenzreihenmethode gelést (Ziff.5). Da dieses Verfahren umstiandlich ist und die Reihen 
schlecht konvergieren, werden noch zwei weitere Lésungsverfahren, die auf Variationssatzen be- 
ruhen, allgemein entwickelt. Hierzu wird zunachst (Ziff.6) auf Grund einer Untersuchung von 
J. H. Argyris? der Satz vom Minimum der Formanderungsarbeit fiir das nichtlineare Elastizi- 
tatsgesetz allgemein formuliert und sodann (Ziff. 7) zu einer Naherungslosung des schon vorher 
(Ziff. 5) behandelten Kreisplattenproblems nach dem Verfahren von Ritz herangezogen. Sodann 
wird gezeigt (Ziff. 8), da} man auch das Verfahren von Galerkin bei dem nichtlinearen Elastizi- 
tatsgesetz zur Berechnung der Plattenbiegung verwenden kann. Die nach den Verfahren von 
Ritz und Galerkin erzielten Ergebnisse zeigen (Ziff. 9) eine gute Ubereinstimmung mit dem Er- 
gebnis der Potenzreihenmethode. Dies gibt AnlaB zu einer Untersuchung iiber die allgemeine 
Anwendbarkeit des beim Ritzschen oder beim Galerkinschen Verfahren beniitzten, besonders be- 
quemen Naherungsansatzes fiir die Verschiebungen (Ziff. 10), wobei als weiteres Beispiel auch 
noch die eingespannte Kreisplatte mit parabolischer Lastverteilung behandelt wird. Den Ab- 
schluB der Arbeit bilden einige kritische Bemerkungen uber die erzielten Ergebnisse (Ziff. 11). 


2. Das nichtlineare Elastizitatsgesetz fiir kleine Verzerrungen. Mit den auf ein rechtwinkliges 
aumliches (x, y, z)-System bezogenen Spannungs- und Verzerrungskomponenten 


Gera Oss Fy tees Uys Exe bys bro Vinx Vyas Woes 
auten die Grundgleichungen des nichtlinearen Elastizitatsgesetzes 
Ox = 3 K x(é) & + 2G y(yo) (ex — &) » 
Oy = 3 K x(&) & + 2G yo) (ey — 0) » 


Dal 
ele 2 Che, 4) 
Tye = GC (Yo) Pyzs Tox = © (Yo) Pex Try = © (PO) Pry» 
mit 
1 
& =F fey te) 09 = 3 (2 + oy + 0s) = 3 Kx(e) &- (2.2) 


Hierbei bedeuten K und G den Kompressions- und den Schubmodul der linearen Theorie, und 


Eo =F + &y + €:) (2.3) 


wo =+{2 [(Ex — &)? + (€y — 0)? + (€: ay) et Pye Pax =I Pry} | 


Mt) Fo Kauderer, Ing.-Arch. 17 (1949), S. 450. 
2 J. H. Argyris, Aircraft Engineering 26 (1954), S. 347. 
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sind die Invarianten des Kugeltensors und des Deviators, in die sich der Verzerrungstensor zer- 
legen 1aBt. Von der Dehnungsfunktion x(g)) und der Scherungsfunktion y(yo) wollen wir an- 
nehmen, daB sie sich mit den Koeffizienten x; und y,; (welche Stoffkonstanten sind) in Potenz- 
reihen vor folgender Form entwickeln lassen: 


(6) = 1 + &p + Me eG + 326 +722 \ 
yy) =l+ypytryyitreygt--°-f 
3. Die Differentialgleichung fiir die Biegung diimner Platten in rechtwinkligen Koordinaten. 


Um die Plattengleichung fiir das nichtlineare Elastizitatsgesetz aufzustellen, wollen wir die 
folgenden in der Theorie der diinnen 


0 ates Platten mit kleiner Durchbiegung 
| ~ iiblichen Annahmen treffen: 


(2.4) 


Qy 


1) Kérperfeste Geraden, die vor 
der Biegung auf der ebenen Mittel- 
flache senkrecht gestanden sind, 


ee bleiben auch wahrend der Verzerrung 
aan Normalen der gekrimmten Mittel- 
flache. 


2) Die Normalspannung senk- — 
recht zur Mittelflache ist klein und — 
kann in den Beziehungen zwischen 
Spannung und Verzerrung vernach- 
lassigt werden. 

3) Die Verzerrungen innerhalb der Plattenmittelflache sind klein von héherer Ordnung und 
kénnen ebenfalls vernachlassigt werden. 

Die Dicke der Platte habe den konstanten Wert h. Als Koordinatensystem verwenden wir 
ein rechtwinkliges (x, y, z)-System, bei dem die Mittelflache der Platte vor der Biegung mit der 
(x, y)-Ebene zusammenfallt und somit die z-Achse auf dieser Mittelflache senkrecht steht (Abb. 1). 

Bedeutet nun w(x, y) die Durchbiegung des Punktes (x, y) der Mittelflache, und bezeichnet 
man die partiellen Ableitungen von w(x, y) nach x oder y durch angehangte Indices, so wird auf 
Grund der obigen Annahmen 


¥ 


WZ 
Abb. 1. Platte im Koordinatensystem. 


Ex = — 2 Wax » Ey =— BWyys | 


Pry = — 22 Wry, Yrs = Yu = 0. J 
Setzen wir die Spannung o, senkrecht zur Mittelflache gleich Null, so folgt aus (2.2) 


(3.1) 


ie ery A OnatanOy, 
Oe 3 Kx(e,) 9 9. Wades) 


und somit aus den ersten beiden Gleichungen (2.1) 


(3.2) 


2G FE 
Os = 0) +26 y(y) ee — Fy a, 
. 2 GC vwyw2 ; (Scay 
Oy =0, +26 Y (yo) €y— => = 8 6, : 


Mit den Ausdriicken (3.1) fiir die Verzerrungen und den Grundgleichungen (2.1) kann man 
jetzt die Normalspannungen o, und oy und die Schubspannungen Txy in den Ableitungen von — 
w(x, y) darstellen. Es ergibt sich 


Ox = — G2 [(Wae — Wyy)S + 2twyy] , 
Cy = = Ce [(eenyy. =r Wax) $s = 2t Wx] ? (3.4) 
Txy =262 (wo) Wry ? 


wobei s und t Abkiirzungen fiir die folgenden Ausdriicke sind: 


ilps QIK | 


Si (po) 2\|? 
yy) 

3K +46 en F q 

9K 3) 

t = y(yo) q 


pce 
x(E) 
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Um nun die Gleichgewichtsbedingungen an einem Plattenelement dx dy aufzustellen, fiihren 
wir (Abb. 2) die auf die Langeneinheit bezogenen Schnittmomente 


+h/2 +h/2 -+-h/2 
ite [Gy eee. my = {oy 2 dz, Nye = — Mgy = | Taye dz (3.6) 
—h/2 —h/2 —h/2 
und Schnittkrifte 
+ h/2 +h/2 
qx goth. dz,  qy ence dz (3.7) 


ein. 

Steht nun die Platte unter einer 
Druckbelastung p(x, y), so lauten die 
Gleichgewichtsbedingungen fiir das 
Plattenelement 


ee om,. \ omy x 
x Ox =| Ra ey a 
om, CM x 
Ea aaa a (3.8) 


Ody 


ex 
Besa. +5 


a =O. Abb. 2. Schnittkrafte und Schnittmomente. 


Durch die Beziehungen (3.4) lassen sich jetzt die Schnittmomente in den Ableitungen der 
Funktion w(x, y) darstellen. Man erhalt 


; Mx = — C5 [(wex — wyy) S+2wyy T], 
he 
ge —G 13 [(wyy — Wax) S + 2 Wee T]> (3.9) 
zh 
Myx =S=— Mx y => a) Wx yo 
wobei zur Abkiirzung 
+h/2 +-h/2 +h/2 
12 12 9 12 2 
Saaz [ s#a, T=7 | ted, = 55 | ryt) (3.10) 
—hj2 —hj2 —h]2 


gesetzt ist. 
Geht man mit (3.9) in die Gleichgewichtshedingungen (3.8) ein, so ergibt sich 


h3 
ie = — Gal (Waxx — Wyyx) + Sx (Wax — Wyy) + 2 T Wyye + 
+27, Wyy + 20 Wyyx +2Q,wzy] > 
cr i (3.11) 
qy=— GiIS (Wyyy — Weey) + Sy (Wyy — Wax) + 2 T Wary + 
+ 2 Ty Wax + 2Q Waxy + 2 Qe Weyl 


wobei wir ebenso wie bei w(x, y), auch bei den Hilfsfunktionen S, T und Q die Ableitungen 
nach x und y durch Indices bezeichnen. Wenn wir (3.11) in die letzte Gleichung (3.8) einsetzen, 
so folgt schlieBlich die Plattengleichung in Form der folgenden Differentialgleichung : 


= te = S AAw + 2 Sz (Were + Wyyx) + 2 Sy (Waxy + Wyyy) + 4 Quy Way + 
+. [(Sxx— Syy) + 2 Tyy] wee + [(Syy — Sxx) + 2 Tax] wyy (3.12) 


, a e 
mit A = Bx +. oy? . 

Da S, T und Q nach (3.10) die von ¢ und y} abhangigen Funktionen s und t enthalten, 
miissen wir jetzt noch é) und yo in w(x, y) ausdriicken, um die Plattengleichung anwenden zu 
kénnen. Aus der eingangs getroffenen zweiten Annahme und der Tatsache, daf ¢, klein sein mu} 

10* 
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im Vergleich mit ¢, und ey, folgt aus (2.1) und (2.2) mit der Stoffkonstanten 


3 K—2G 
13K 446 ng 
die Naherungsgleichung fir ¢, zu 
&, = 2y Aw. (3.14) 
Hieraus ergibt sich, zusammen mit (3.1), aus (2.2) 
fy = — (l—) Aw. (3.15) 
Gehen wir hiermit und mit (3.1) in die zweite Gleichung (2.2) ein, so folgt schlieBlich 
8 2 
Wo Sy Sg [l, (wie a. wy) —T L Wax Way sr 3 W xy | (3.16) 
mit Abkiirzungen 
L=l+n4+7?, 1=1—2n—27?. (3.17) 


Hiermit sind samtliche Funktionen in der Plattengleichung (3.12) durch Thier von 


w(x, y) dargestellt. 
Wir wollen jetzt die Plattengleichung fiir den Sonderfall spezialisieren, daB die Dehuuee und 


Scherungsfunktion in der einfachen Form 
dea) = 1 + 168s | 
v(ye) =1 + yo y2 J 


gegeben sind. Mit diesem Ansatz und den soeben gefundenen Ausdriicken (3.15) und (3.16) fur 
é) und y@ erhalt die Funktion t nach (3.5) die spezielle Gestalt 


9K (1 + yey} + 4) ne 
3K+46)4+3Kx, 2+ 467, y3- (3.19) 


(3.18) 


t= 


Entwickelt man diese Funktion in eine Taylorsche Reihe und beschrankt man sich naherungs- 
weise auf die beiden ersten Glieder (die Berechtigung dieser Naherung wird sich spater an Zahlen- 
beispielen erweisen), so erhalt man 


2 
t=e+7F(w), (3.20) 
wobei 


b, 
F,(w) == e, a, (wis + wy nee gee ey, +—. i wy) 


AOR EOK: 
etna Beer Wa 
a, 1G % (=n) + 247 Kh 
ae 8 G x (1 — n)? — 24 y, K I, 
1 3K L4G ? 

_ 2yK 
iets Korean 

zu setzen ist. Aus (3.5) folgt weiter 
2 
s=t+y(yi) =e +> F(w) (3.22) 


mit den Abkirzungen 
F(w) =a (wis + Wy see q Wax Wyy -L 7) - 
e=e-+1, 
a=aje,+8y,1,, 
b =b,e,—8 yl, 
c=c,e, + 24y,. 


(3.23) 
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Mit diesen Beziehungen lassen sich die in (3.10) eingefiihrten Funktionen in der Form 


h2 
Q=¢ + Flv): 


h2 
Mie ey ate 60 Ea) > | (3.24) 


h2 
Q=1+ 60 Lal) 
ausdriicken, wobei noch 


F,(w) = 8 ys [ly (wise + Wyy) — by Wee Wyy + 3 wey] (3.25) 
ist. Geht man mit den Ausdriicken fiir S, T und Q nach (3.24) in die Plattengleichung (3.12) ein, 
so nimmt sie die folgende spezielle Form an: 


ee y) =eAAw + {F(w) AAw + 2 Fy (Wxxx + wyyx) + 2 Fy (Waxy + Wyyy) + 


fe Boe tage he — Fy) 2 op tee 4 [(Pyy = Fea) 2 Feelin}. — (3.26) 


4. Die Biegung der Platten in Polarkoordinaten. An Stelle der rechtwinkligen beniitzen wir 
jetzt die in Abb. 3 dargestellten Polarkoordinaten r und #. Um fiir dieses Koordinatensystem 
die Plattengleichung und die 
Ausdriicke fiir die Normal- 
spannungen ¢,, 05 sowie fiir 
die Schubspannung T, 5 aufzu- 
stellen, brauchen wir die be- 
kannten Formeln zur Um- 
rechnung der Ableitungen wxx 
Wyy +++ Wyyyy in Ableitungen 
nach den Polarkoordinaten. 

Nehmen wir speziellan, die | 

x-Achse falle mit der r-Achse ~% 
fiir 9) — 0 zusammen, so er- 
halten die Verzerrungen ¢,, &5, 
re, die Schnittkrafte q,, q» 
und die Schnittmomente m,, 
Ms, M,5 dieselben Werte wie 'Z 
die entsprechenden Grofen «,, 
Eys Puys Yur Jy} May My, Mey im 
gleichen Punkt des festen Kérpers, und wir erhalten, wenn wir die Darstellung der Ableitungen 
von w in Polarkoordinaten beniitzen und dort # = 0 setzen, mit 


1 
Aw == Wxx +. Wyy —. Wrr ta r WwW, 72 W599 9 | 


Abb. 3. Plattenelement in Polarkoordinaten. 


(4.1) 
1 1 
Wyx — Wyy = i ee TR ea a) | 
die Verzerrungen gema (3.1) zu 
Ey = — 2 Wr 
1 1 
éj°-— = W, aa r2 100] ? (4.2) 
1 1 
Wro =—22(w0 20): 
die Spannungen gemaB (3.4) zu 
1 J il 1 
On ——=i(y = |(wn — 7 1, — <3 Woo) + 2 (7 +73 #00) 9 | 
i 
op =—62|(m, + 599 — Wr) +2 wt}; (4.3) 
Si il 
Tre = —2 Gz yw) ie Wr — sould 


ra . oo et at . - a a) hi 
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und unter der speziellen Annahme (3.18) fiir x(g) und y(yo) gemaB (3.21), (3.23) und (3.25) die 
Hilfsfunktionen F, F, und F, zu 


1 1 \2 b 1 1 ae 1 1 
Fw) =a fw | (-™ | 72 100) 7 Wn ned ra (rt mmc 9 | 


i 1 2 b il 1 Oy ff ih 1 
IBS (av) i= ey On ei -- fe w, + woe] + — worl Wr + 3 100 ‘I 7 E Wry —~3 Wo )| » (4.4) 


4) 


Beall 1 2 J 1 i 1 
F,(w) =o V2 4 Wrr a lL, ( 7 W, f D 100] ars l, Wr( = Wy, ye woo) 3( - Wrp D wo} . 


Hiermit nimmt schlieBlich die Plattengleichung (3.26) die folgende Gestalt an: 


12 p(r,9) oF a 1. aF 1 aAw) F) (2 _ é (2 oe) ‘ 


ma = Adw + o5{F Adw +2 


a op At) eS oa eee eel et Oe al amD 
ee LO 8 er eer nl Oa 


or? r or r2 002 ' + Or | 72 G92] Gr2 
eck 1 @F er ; OF, lL @ fl. cw ‘ (4.5) 
r or | r® age ér2 | or? | r OO\ r oo ; 


Liegt insbesondere der Fall der Kreisplatte oder Kreisringplatte mit achsensymmetrischer 
Lastverteilung und ebensolchen Randbedingungen vor, so wird auch die Durchbiegung achsen- 
symmetrisch und von # unabhangig, so daf alle Ableitungen nach ? verschwinden. Die Platten- 
gleichung (4.5) erhalt dann die einfachere Form 


12 p(r) h? dF dF 2 dw @F, , 2 dwdF, 
G he =e AAw + % F AAw + He, r N dr? | r dr dr2 ' r dr2 dr{?’ (4.6) 
wobei : 
d*w 2 d*w 1 d*w 1 dw 
_ | 
AAw = dr* r dr r2 dr2 | 73 dr’ | 
Bw 1 dw 1 dw 
H=2 dr? r dr? r2 dr’ (4.7) 
- d?w 1 dw | 
dr or dr 
und gemaB (4.4) 
1 b 
F =a(w?, + wt +2 ww), 
2 Gh ir 
(4.8) 


1 A 
Fy = 4 a (ws oer a oy wney | 


ar 


zu setzen ist. (Die Ableitungen nach r sind hier durch Indices angedeutet.) Die Konstanten a,, 
b;, ¢, 4, b, e sind schon in (3.21) und (3.23) definiert worden. 


Fiuhren wir noch mit dem Plattenhalbmesser R die dimensionslosen GréRen 


ws oy ED op eese Le os 
OS Rie So Sr, ease D> Give | 
R4 R4 j (4.9) 
Aj =F). Ale) = Aru) aa 
ein, so geht die Plattengleichung tuber in 
P(e) dZ d?Z d?Z 1 dt dZ, 1 d%% 
p AAC + w)ZAal + HO) + GaN) +25 get 2 Ge Ss ae] CO) 


5. Biegung der Kreisplatte mit eingespanntem Rand unter gleichférmiger Belastung. Um die 
Plattengleichung (4.10) fiir den Fall der gleichférmigen Belastung p = p, = konst. zu lésen, 


setzen wir die dimensionslose Durchbiegung ¢ = w/h in Form einer Potenzreihe in o” an: 


Ca, dy 0? d, 04 1+ = Sdn ot (5.1) 
n=0 
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und gehen hiermit in die Plattengleichung (4.10) ein. Die Forderung, daf diese fiir alle Werte 
es @ erfullt sein muB, liefert dann fiir die Koeffizienten d,, dg, d,,... die folgenden Rekursions- 
ormeln: 


re 1 
dy = 64D M’ 
b ey ay SU gi? 
6 {2 4 1445 2) 
rn 16 \ a 
6 9 ha M r) 
nee : A, dy dy ane A, d3 (5.2) 
J So0 Aca, dds Ad ee Ay dds 
10 9514 M 2 
J We Aad, d, dy, | A, d, dod, 4+ A, 01d, - A, d,@? 
 emmaeneans M 


usw., in denen 


M=1+4u((2 ! a ! 20 (2 ! a, 


4, =3[1(2 + :) | “7 (16 ral 


a 


Ay = 2(10 L 3 | ! “24 (10 3-2), 
a a 


a 1 


Ay = 400 t | 2% "(376 116 ap 
a a ay 
b e, a, b, 
A, = 270 (2 )+2 (288 72 ); 
a a ay 
(5.3) 
As = 60 (26 1 ! 2 (348 90 i); 
a a a, 
Ay = 520(2 a 5 eu ae 1 170 ae 
a a 3 a, 
= 816 (| 0 94 36 
ee ee ad 
A, = 32 (74 19 *| ! erie ie 12 ar 
a a 3 a, 


& 


a 


= 36 (90 21 4 ! 2-12 (50 +11 a 
a a, | 


zu setzen ist. 
In dem Reihenansatz (5.1) sind die Koeffizienten d, und d, noch willkirlich. Wir verfiigen 
iiber sie, indem wir vorschreiben, da® der Plattenrand eingespannt sein soll, d. h. daB fiir i 


Pear. tad : mea (5.4) 
werden soll. Dies fiihrt mit (5.1) auf 
d, = (2 d,+3d,+4d,+-°:), | (5.5) 
Cpe de dp i 


Da die Koeffizienten d2;(i > 2) von d, abhangen, so stellt die erste Gleichung (5.5) eine 
Gleichung fiir d, dar, die man mit irgend einem Naherungsverfahren zu lésen hat. Die zweite 
Gleichung (5.5) liefert dann vollends den Koeffizienten d). 

Zahlenbeispiel: Mit den Werten fir Aluminiumbronze! K = 1,35: 10° kg/cm’, 
G = 0,477 - 10% kg/em?; x(e) = 1 — 38+ 10% 2, y(y2) = 1—0,04- 10% yp erhalt man fiir py = 


1 H. Kauderer, a. a. O. S. 464. 
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1,8 t/m2, h/R = 2/100 die Reihe 
C = 0,14625 — 0,29322 o? + 0,14889 o* — 0,003176 o® + 0,0014100 0° 
— 0,0001975 g!® + 0,0000789 012 — 0,0000315 go! + ---. (5.6) 
Dies gibt in der Plattenmitte die Durchbiegung 


W,-9 = 90,1462 h 
und die Biegespannung 
= + 223,79 kg/cm? , 


Ore tre +h/2 


wihrend die Radialspannung am Plattenrand 


On ene -F 334,52 kg/cm? 
wird. 


Wiirde das Hookesche Gesetz gelten, so waren die entsprechenden Werte 


Wend =0,1455h, Or, ,nn gun = 1 22645 kgfom®, Ory 1 5 gay = F 337,50 kg/em?. 


6. Der Satz vom Minimum der Forminderungsarbeit. Wir wollen jetzt zeigen, wie man den 
Satz vom Minimum der Formanderungsarbeit gegeniiber Variationen der Verschiebungen, der 
von J. H. Argyris zusammen mit einem entsprechenden Satz vom Minimum der sogenannten 
Erginzungsenergie gegentiber Variationen der Spannungen fiir ein beliebiges nichtlineares 
Elastizitatsgesetz bei kleinen Verzerrungen aufgestellt worden ist!, speziell fur das hier ver- 
wendete Elastizitatsgesetz zu formulieren hat. Dieser Satz wird uns dann einen bequemeren 
Zugang zur Lésung der Plattenprobleme eréffnen. 

Wir betrachten einen Kérper, der das nichtlineare Elastizitatsgesetz befolgt. Fur einige Teile 
Sq seiner Oberflache S seien die Verschiebungskomponenten up, vp, wy vorgeschrieben, wahrend 
der Rest S; seiner Oberflache einer Belastung je Flacheneinheit mit den vorgeschriebenen Kom- 
ponenten px, Py, pz ausgesetzt sei. Weiter sei angenommen, daB u, v und w die Komponenten 
der bei dieser Belastung wirklich eintretenden Verschiebungen seien. Mit den hierzu gehérigen 
Verzerrungskomponenten ist die je Volumeneinheit aufgespeicherte Formanderungsarbeit? 


A(Eqo Yo) = Ao(Eo) + A’(po) = A (Exs &ys + + + Pys) » (6.1) 
wobei die Volumenanderungsarbeit 
Ay(%) => K 2 42 i My by ton 68 + 9] (6.2) 

und die Gestaltsiinderungsarbeit 
Ay) = Ze vill 4 2 (prev = resto) (6.3) 


zu setzen ist. Hieraus folgt fiir das elastische Potential V des Kérpers das iiber das ganze Vo- 
lumen des K6rpers zu erstreckende Integral 


V = SS f A(eo yo) dx dy dz. (6.4) 


Wir variieren nun die Verschiebungen u, v, w um du, dv, dw, wobei wir voraussetzen, dab 
diese Funktionen differentiierbar seien und auf S, der Forderung 


ou = 6v = dw = 0 (6.5) 
geniigen. Mit den Verschiebungen u, v, w werden aber auch die Verzerrungen é,, ...3 Wyo ~ ae 
variiert, und zwar um 6ex,... 3; dWyz,+--, und hiermit dndert sich das elastische Potential um 

; 0A 0A 
OV =| | [ [zoe boo + geno pye +] de dy de. (6.6) 
Nun ist aber? (nach elementarer Zwischenrechnung) 
0A 0A 


be; eae ae Ce ACI) (6.7) 
LJ SH PAT ey ris, a. a. On S459: 

2 H. Kauderer, a. a. O. 459. 

3H. Kauderer, a. a. O. S. 456. 
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und somit wird 
OV = JJ f [ox dex + +++ + Tey Op Tey] dx dy dz. (6.8) 
Da wir wegen der Differentiierbarkeit von du, dv, dw 
Ou du 
O&x — b5. — Lax (6.9) 
und zyklisch weiter setzen diirfen, so folgt aus (6.8) 
2 odu (@du , @dv 
v= {ff oe alge ! ox | dy ae, (6.10) 


Dieses Volumenintegral iiber den ganzen Kérper lat sich genau wie in der klassischen Elastizi- 
tatstheorie durch partielle Integration in den Ausdruck 


j O6x | Oy OT sa 
waa f ffl = e's) iene: 
+ | {du [ox cos (n, x) + Tyx cos (n, y) + Tx cos (n, z)] + °° “} dw (6.11) 
5" 


tberfiihren. Da fiir die Spannungskomponenten (mit den Komponenten X, Y, Z der Volumen- 
kraft) die Gleichgewichtsbedingungen 
G0, | Oys 
ae 
und zyklisch weiter und die Oberflachenbedingungen mit den Komponenten px, py, pz der 
auBeren Belastung je Flacheneinheit 


poeso x (6.12) 


Ox 


Gz cos (n, x) + Ty. cos (n, y) + Tix COS (N, z) = Px (6.13) 
und zyklisch weiter gelten miissen, so nimmt im Hinblick auf (6.5) der Ausdruck fiir 6V die 
Form 


OV = fff [X du + You + Z dw) dx dy dz + ff (px du + py dv + p,dw) da — (6.14) 
ay, 


an. Nun sollen ja die Volumenkrafte X, Y, Z und die Belastungen p,, p,, p: mit den Verschie- 
bungen nicht mitvariiert werden; wir dirfen also das Variationssymbol 6 vor das Integral- 
zeichen setzen und schreiben somit 


O(V—fff [(Xu+ Yu+Zwy) dx dy dz— [f[p.zu+pyv+p,w)dwo]=0. — (6.15) 
S 
i 
Die GroBe 
[PS V—fff(xXut+ Yuv+Zw) dx dy dz— ff (pru+pyv + p.w) dw (6.16) 
8 
f 


ist das Gesamtpotential der inneren Spannungen des festen Kérpers und der duferen an ihm 
wirkenden (konstant gedachten) Krafte. Es gilt also 


éP=0, (6.17) 


d.h. das Gesamtpotential P hat in der Gleichgewichtsstellung einen stationdren Wert gegen- 
iuber Variationen der Verschiebungen, die auf Sz verschwinden. 


7. Lésung des Plattenproblems von Ziff.5 nach dem Ritzschen Verfahren. Um mit Hilfe des so- 
eben bewiesenen Satzes eine Naherungsliésung fir das in Ziff. 5 behandelte Kreisplattenproblem 
zu erhalten, setzen wir die Durchbiegung w mit unbestimmten Koeffizienten c; (i =0, 1, 2...n) 
in Form einer Reihe von Funktionen w; an, die samtliche die Randbedingungen befriedigen: 


Uy == > Ci Wi. (7.1) 
i=0 


Sodann setzen wir diese Funktionen in die Gleichung fiir das Gesamtpotential P ein und fiihren 
die verlangten Integrationen aus. Der hierbei entstehende Ausdruck fiir P ist eine Funktion 
der unbestimmten Koeffizienten c;. Da P im Gleichgewichtszustand ein Extremum werden 
muB8, so bestimmen wir die Koeffizienten c; aus den Extremalbedingungen 
oP 
=) 


Dei (e012. a4. 70), (7.2) 
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Wir haben also jetzt zuerst den Ausdruck fiir A gema$ (6.1) in den Ableitungen der Durch- 
biegung w darzustellen. Im Fall der diinnen Platte sind (auf Grund der Annahmen von Ziff. 3) 
€) und yw, durch die Ausdriicke (3.15) und (3.16) bestimmt. Hiermit erhalten wir aus (6.1), wenn 
wir uns auf die einfachen Funktionen x(é) und y(y}) gemaB (3.18) beschranken, 


K 2 
< a fb (wie + Wyy) + Oy Wee Wyy + 


i 9K 
A(éo, v3) = eb +a y8 + 2B eb + 0 y8) 
4 
+ 2h why + 22 [5, (whe + why) + by whe W5y + 5g War Wyy (Wie + Wyy) + ¢ (7-3) 


+9- 640 W xy + 6: 640 wiry (lL, Wax + 1, Wy — I, wxx Wyy)] | 5 


wobei 
1G wo 
a ee. ee 
do = (1—y)* + 8al,, 
6, =2(1—n)?— 8al,, (7.4) 
Oo = BP (1—n)* + 64015, 


é, = 68 (1—n) + 64a (28 +8), 
b4=2 [28 (1—n)* — 6401, by] 
gesetztist. Die Abkiirzungen I,, J, und 7 sind schon in (3.13) und (3.17) definiert. 
Fiir eine axialsymmetrische Kreisplatte folgt somit in Polarkoordinaten 


me 1 ge 42 


K 1 \ i 
A(ép, Wo) = Soe io (wi = fo) uy ta Oy ss Wr Wry = Faro 6. (wn = er w = 
Dep te ay Ww; wae (7.5) 
3 r2 TTT 4 r Wr Wrr rr DP r . . 
Fiihren wir die Integration iiber die Dicke aus und setzen wieder € = w/h, 0 = r/R, so folgt aus 


(7.5) 
+h/2 


K h \4 nn EN 
[ 4eva ds =, (R) J ! ile, AE (7.6) 
=i 
wobei ; 
il 1 
J, = bo (Cho + 3908) + 81-5 Cale | 


oy, F 4 1 4 1 2 52 1 [ 2 1 2 ee 
Peas a(t = te) ae 93 GaSe See aF da G be Coo (exe) ah tt) | 


ist. Dann wird das elastische Potential V des ganzen Kérpers 


i [Hf A(éy, y3) dx dy dz = b(z) | | ys +78 el J do . (7.8) 


dw = 27 R? 0 do (7.9) 


Mit 


folgt aus (7.8) 


1 


K h\4 I ff i NE 
V =20 RZ A(5) | Seal |e ioe (7.10) 
0 


Fur den Fall des eingespannten Plattenrandes und einer gleichférmigen Belastung p, sei 
€ =w/h in der Gestalt 


angesetzt, die fiir jeden Wert der noch offenen Konstanten c, die Randbedingungen (5.4) erfiillt 
und stets eine zur Durchbiegung beim Hookeschen Gesetz proportionale Durchbiegung liefert. 
Das Potential der auSeren Belastung wird 


1 
—W=— ff ppwdo =—2nRhp, fle do (7.12) 
6 


¢ = cy (1— 9’)? (7.11) | 
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oder, wenn man (7.11) einsetzt und integriert, 


W = 20 Rh? py. (7.13) 


Da in diesem Fall 
1 
1 


Le 
[ poetee do arco! =0, 
n 
V (7.14) 
| phebee(tee + tile do =0 
0 
ist, so folgt aus (7.10) 
= o, K/h\4[32 vy [h\4 
V =o Rh ea, Ex oe (x) 256 (1,2 5» + 0,0667 6,) ae (7.15) 
Geht man hiermit in (6.16) ein, so folgt fiir das Gesamtpotential 
K / h\4 [32 e bP NG 
Pn kb sal is Fest aca 256 (1,2 6, + 0,0667 6,) es] — 2.2 R? h py. (7.16) 
Die Bedingung 0 P/dcy = 0 liefert somit die folgende Gleichung dritten Grades fiir cy: 
K/h\4[64 of h\4 
=i(R) : eee ae, (1,2 6) + 0,0667 5) cl =o (7.17) 


Als Beispiel seien wieder, wie in Ziff.5, die Zahlwerte fiir Aluminiumbronze gewahlt und 
Po = 1,8t/m?, h/R = 2/100 gesetzt. Hiermit folgt 


Co = 90,1455 + 0,2318 c8 oder cy = 0,1462 . 


Somit erhalt man fiir die Durchbiegung der Platte in der Mitte den Naherungswert w,—9 = 0,1462h 
und fiir die Spannungen die Werte Or, = + 223,21 kg/cm’, ¢, = 334,52 kg/cm?. 


=0,z=+h/2 e=1,z=+h/2 


8. Lésung des Plattenproblems nach dem Verfahren von Galerkin. Es sei w(x, y) die zu vor- 
geschriebenen Randbedingungen gesuchte Lésung der Plattengleichung (4.6), die wir jetzt kurz 
in der Form 


- = M[w] (8.1) 


schreiben wollen, wobei D = G h?/12 eine Konstante und M[w] den in den Ableitungen von w 
nach r nichtlinearen Ausdruck auf der rechten Seite von (4.6) bedeutet. Denken wir uns nun 
der Platte eine zusatzliche virtuelle Durchbiegung dw erteilt, und zwar so, daB auch w + dw die 
Randbedingungen erfiillt, so kénnen wir die hierbei zu leistende Arbeit auf zwei verschiedene 
Arten berechnen: 
a) als Arbeit der 4uBeren Belastung: Sfp Ow dw , | (8.2) 
b) als Arbeit der inneren Spannungen: ff D M[w] dw dw | 
Da nun aber die Funktion w die Lésung unseres Problems liefern soll, so gilt fiir jede virtuelle 
Verschiebung der Plattenmittelflache 


ff D M[v] 6w dw = ff p dw dw (8.3) 


| | (mie a a bi dieer (8.4) 


Setzen wir nun eine Naherungslésung in Form einer Reihe 


oder auch 


Mie nor wy (8.5) 


i=0 
mit noch unbestimmten Koeffizienten c; an, in der die Koordinatenfunktionen w; sdmtliche 


Randbedingungen erfiillen, so werden wir zwar nicht mehr verlangen kénnen, dafi die Gleichung 
(8.4) mit # an Stelle von w fiir beliebige virtuelle Verschiebungen erfwllt wird; wir wollen aber 
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wenigstens fordern, daB sie sich fiir alle diejenigen virtuellen Verschiebungen erfiillen 1aBt, die 
sich mit beliebigen Konstanten dc; in der Form 


6m == 0, 0c; (b= 01 Zee 2) (8.6) 
0 
darstellen lassen, das heiBt also, daB 


al (mem i 5 (wy Ocy + w, dc, +°°* + Wn den) dw = 0 (8.7) 


gilt. Da die dc; noch beliebig sein kénnen, laBt sich diese Forderung nur dann erfiillen, wenn fiir 
Spiele 7 ==), th 2, oo o5 


[ | (mt) — >) w, dw = 0 (i= OLS ae ae Th) (8.8) 


7 
wird. Die Koeffizienten c; werden nun durch die Gleichungen (8.8), in denen sie in nichtlinearer 
Form auftreten werden, bestimmt. 


Fur das Plattenproblem von Ziff. 5 setzen wir speziell @ = w/h in der folgenden Form an: 
€ = (1—2¢% + 64) +4 (2-36? + 0%), (8.9) 


wobei die Funktionen 1 — 2 g? + 04 und 2 — 3 9? + 0° die Randbedingungen erfiillen und tber- 
dies fy: (1—2 0? + 04) die Lésung der linearen Theorie sei. Gehen wir mit (8.9) und (4.10) in 
(8.8) ein, so ergibt sich fiir i = 1 folgende Gleichung dritten Grades zwischen cy und c¢,, in der 
a,, b,, e, a, b durch (3,21) und (3.23) sowie uw durch (4.9) definiert sind: 


0,9¢,=—4p 


yas (PE = 0,2 +0,5 ale ! 
a a a, 


a 26,657 eee “8 (—2,571 42,914 al ee 
1 


i 70,939 eS ao 8,42 + 5,882 || cy 8 
a 


ui [03,71 etd = ae ae 8,229 + 14,114 zl ctl. (8.10) 
at 


Eine weitere derartige Gleichung wiirden wir aus (8.8) erhalten, und aus dem System dieser bei- 
den Gleichungen ware cy und c, zu bestimmen. Wir befriedigen jedoch dieses Gleichungssystem 
nur naherungsweise, indem wir fiir cy den Wert f, einsetzen, den die lineare Theorie liefert, und 
c, aus der Gleichung (8.10) bestimmen. 

Diese Gleichung lautet fiir die Konstanten, die in Ziff. 5 fir Aluminiumbronze angenommen 
worden waren, 


0,9 ¢, = — 4 p (3,53849 f + 25,39872 f2c, + 64,473 fy c? + 72,61 c3). (8.11) 


Setzen wir, wie im Zahlenbeispiel von Ziff.5, py = 1,8 t/m2, h/R = 2/100, so liefert (8.10) 
den Wert c, = 0,000306, und wir erhalten fiir die Durchbiegung in der Mitte w,_9 = 0,1461h und 
fiir die Spannungen die Werte 


Oo = + 223,98 kg/cm? , o 


7 0=0,2= -Eh/2) 


= + 334,41 kg/cm? . 


T o=1,2——hj2 


9. Kritik der Ergebnisse. Die Ergenisse der Zahlenbeispiele aus den Ziffern5, 7 und 8 fiir 
Aluminiumbronze mit py = 1,8 t/m?, h/R = 2/100 sind in Tabelle 1 zusammengestellt. In dieser 
Tabelle sind iiberdies noch die Zahlwerte der linearen Theorie aufgefiihrt. 


Tabelle 1 
Co. Oo, 

On — To= »2= +h/2 To= I, = +h? 

=e=0 : kg/em? J | : ee K 
Lineare Theorie 0,1455 h =k 226,45 SH SSIS) 
Reihe 0,1462 h 223,79 = 334,52 
Ritz (7.11) 0,1462 h Se ay eAll FE 334,22 
Galerkin (8.9) 0,1461 h -k 223,98 = 334,41 
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Die Abweichung von der linearen Theorie ist allerdings noch gering. Um sie deutlicher zu 
machen, wurden die Rechnungen auch noch fiir den doppelten Wert der Belastung, also p = 
3,6 t/m® durchgefiihrt, die Ergebnisse zeigt Tabelle 2. 


Tabelle 2 
Oe Oo; 
Wy To=0,2=-+-h/2 To=1, z=-Lh/2 
% kg/em* kg/cm? 
Lineare Theorie 0,2900 h + 452,90 = 675,00 
Ritz (7.11) 0,2971 h + 421,82 = 643,67 
Galerkin (8.9) 0.2961 h + 419,35 — 646,62 
Galerkin (7.11) 0,2971 h ++ 421,82 = 643,67 


Hierbei sind auBerdem die Werte aufgefiihrt, die man mit dem Verfahren von Galerkin er- 


halt, wenn man den nur aus einem Glied bestehenden Ansatz (7.11) fiir ¢ beniitzt, der beim 
Ritzschen Verfahren verwendet worden war. Das aus der Theorie der Variationsmethoden zu 
erwartende Ergebnis, da8 man mit dem gleichen Ansatz (7.11) beim Ritzschen und beim Galer- 
kinschen Verfahren die gleichen Naherungswerte erhilt, stellt sich hier deshalb nicht ein, weil 
in der zum Galerkinschen Verfahren bendtigten Plattengleichung der Naherungsansatz (3.20) fiir 
die dort auftretende Hilfsfunktion t steckt, wahrend man bei der Aufstellung des Gesamtpoten- 
tials fiir das Ritzsche Verfahren von einer solchen Naherung keinen Gebrauch macht. Die trotz- 
dem gute Ubereinstimmung der Ergebnisse ist also eine Rechtfertigung der durch (3.20) ge- 
troffenen Naherungsannahme. 

Wir kénnen aus den Tabellenwerten folgende Schliisse ziehen: 

1) Die Energiemethode nach dem Verfahren von Ritz liefert hinreichend genaue Ergebnisse. 

2) Die Naherung (3.21) fur die Hilfsfunktion t, bei der wir in dem Ausdruck (3.19) nur die 
_beiden ersten Glieder der Reihenentwicklung beriicksichtigt haben, ist brauchbar. 

3) Die Abweichung der Verschiebungen vom Ergebnis der linearen Theorie bleibt so gering, 
daB der einfache Naherungsansatz (7.11), bei dem die Verschiebungen bei nichtlinearer Theorie 
proportional zu den Verschiebungen bei linearer Theorie gewahlt worden sind, durchaus ge- 
rechtfertigt ist. 


10. Das Ritzsche Verfahren fiir eine einfache Annahme iiber die Verschiebungen. Die letzte 
Bemerkung von Ziff. 9 veranlaBt uns, einmal ganz allgemein zu untersuchen, wie man mit einem 
Naherungsansatz fiir die Verschiebungskomponenten von der Form 


= Cu, po ¢ 0, w—=cw (10.1) 


in dem u, v, w die entsprechenden (als bekannt vorausgesetzten) Verschiebungen der linearen 
Theorie sind, die Konstante c mit Hilfe der Ritzschen Methode aus dem Prinzip vom Minimum 
der Formanderungsarbeit bestimmen kann. 

Vorweg sei bemerkt, daB dieser Ansatz, der ja die Bedingung (6.5) erfiillen mu, nur erlaubt 
ist, wenn die Bedingungen, die auf dem Oberflachenteil S, fiir die Verschiebungen gestellt wer- 
den, sich durch Gleichungen ausdriicken lassen, die in u, v, w und den Ableitungen linear und 
homogen sind. 

Bezeichnen wir jetzt auch die entsprechenden VerzerrungsgréBen der linearen Theorie durch 
Uberstreichen, so folgen aus (10.1) die Beziehungen 


ou z ou OE | 
Ex 7a ao y c = 1% 9 
eels (10.2) 
Ow Ov = 
Aa aie aa Pys | 
und zyklisch weiter und dann aus (2.2) 
eg C fy, Wo ath YW . (10.3) 


Gehen wir hiermit in (6.1) und (6.2) ein, so ergibt sich fur die Formanderungsarbeit je Volumen- 


einheit 
A = Ae &) + A'(c ¥) » (10.4) 
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wobei ; 
— 1 rl 1 = ie 
AC ey)o 29 Kye ee + 3M ce +, ¢4 ge. | ' 
(10.5) 
Tes 3 —» , 1 eel 2 
AC) aka G Bryne P+ srl y+: ] 
zu setzen ist. Fiihren wir nun (10.4) in den Ausdruck (6.16) fiir das Gesamtpotential P ein, 


leiten diesen nach c ab und setzen die Ableitung gleich Null, so erhalten wir bei fehlenden Volu- 
menkraften X, Y, Z die folgende Gleichung fiir c: 


z | | Wes + py? +p. i] do =[[[|oxz+ pew t9Ku ze be 
Sp 1 


34 ert) 
! (0K pH ! TO 7 Wi)e +9 Kay pet +++) dx dy de, (10.6) 


aus der diese Konstante zu berechnen ist. (Im allgemeinen wird dies nur mittels eines Naherungs- 
verfahrens méglich sein.) Kann man die Dehnungsfunktion x(é) und die Scherungsfunktion 
y(y3) speziell in der Form (3.18) annehmen, so liefert (10.6) eine Gleichung dritten Grades fiir c 


{Spe + py @ + p, w] do i : | 
Z ody, SISTB 20 + a Po] dx dy de (10.1) 
9K Jf f [68 + 0 we] dx dy dz Yo~ TTT [ee +o pl] dx dy de : 


in der zur Abkirzung 


= 


Hos 
Nees z (10.8) 
gesetzt worden ist. 

Da u, v, w die exakten Lésungen der linearen Theorie sein sollen, so wird der erste Quotient 
in (10.7) gleich Eins; denn sein Zahler stellt die doppelte Arbeit der 4uReren Belastung und sein 
Nenner das doppelte elastische Potential des Kérpers dar, wenn dieser dem Hookeschen Gesetz 
gehorcht. Wir erhalten also einfacher 
JS J 1B #0 + 0 Po] dx dy dz (10.9) 

SJ J [eg + % G] dx dy dz 


Speziell fiir Plattenprobleme ergibt sich aus (10.7) mit (3.15) und (3.16) 


c=1—cy, 


wd hE 
oe EOE eee (10.10) 
a 60 Ex, 
ee 


wobei 


Ex = Jf {99 [Wee + Wyy] + 6, Wax Wyy + 240 Wry} do , 


En = ff (8, [We. + Wy] + 5; We, Wy + b4 Wer Wyy [Wry + Wy] +9-64awt,-+ Ff (10.11) 7 


+ 6+ 646 Wry [L, (Wee + Wyy) — ly Wax Wyy]} de 
zu setzen ist und die Konstanten 6)... 64, 1,, 1, durch (7.4) und (3.17) bestimmt sind. 


Wir zeigen die Anwendung des Verfahrens noch an einem weiteren Beispiel, namlich der 
Kreisplatte vom Halbmesser R mit eingespanntem Rand unter parabolischer Lastverteilung 


P=O(1—o*) mit g=7r/R. (10.12) 


Fir diesen Fall driicken wir E;, und Ey in Polarkoordinaten aus: 
= ee wee ee 
Ey =| | [oo (™ + att) +8, do, 


a % Be pt wipe = (10.13) 
Ew = | | [6,(@ a8) + Oy Wh sat + Oa Th the + WE) de 


Der Ansatz fiir die Durchbiegung w wird hier 
w—=chf)(7— 150? + 9e*— 0°). (10.14) 


Gehen wir hiermit und mit (10.13) in die Gleichung (10.10) ein so ergibt sich, wenn wir wieder 
die Materialkonstanten fiir Aluminiumbronze annehmen und gq, = 12,15 t/m?, h/R = 3/100 
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wahlen, 
c =1+0,02136c* oder c =1,022. 
Die Durchbiegung in der Mitte wird 


Wo.9 = 0,15505 h, 
und die Spannungen werden 


Or, —0,2=4h/2 = = 493,06 kg/cm?, Oro=1,2=4h/2 = + 047,24 kg/cm?. 


Die lineare Theorie hatte die folgenden Werte geliefert: 


Wee == 01517 hk, od = ale + 566,06 kg/cm? , Oy eae + 674,92 kg/cm?. 


11. Schlu8bemerkungen. Am Problem der Plattenbiegung wurde versucht, drei verschiedene 
Verfahren zur Lésung der Grundgleichungen der nichtlinearen Elastizitatstheorie kleiner Ver- 
zerrungen anzuwenden. Das erste Verfahren, das auf eine Reihenentwicklung der Lésung ab- 
zielt, kénnte zwar theoretisch Ergebnisse beliebig groBer Genauigkeit liefern; fiir die praktische 
Anwendung ist es jedoch wegen der schlechten Konvergenz der Reihen nicht zu empfehlen. Die 
Naherungsverfahren von Ritz und Galerkin arbeiten wesentlich bequemer und liefern im Rahmen 
der erforderlichen Genauigkeit gute Ergebnisse. Die Anwendbarkeit dieser Naherungsverfahren 
ist durchaus nicht auf Plattenprobleme beschrankt; sie lassen sich vielmehr tiberall da brauchen, 
wo die Lésung des Elastizitatsproblems fiir das Hookesche Gesetz bekannt ist. Die naheliegende 
Annahme, dais die Verschiebungen zu denjenigen bei linearer Theorie proportional sind, macht 
die Handhabung des Ritzschen Verfahrens sehr einfach; sie diirfte ganz allgemein bei zahlreichen 
Problemen der nichtlinearen Elastizitatstheorie als ein Weg zu empfehlen sein, auf dem man mit 
relativ wenig Mihe den Einflu8 der Nichtlinearitat im elastischen Verhalten der Werkstoffe gut 
abschatzen kann. 

Zu den Zahlenergebnissen fiir die Spannungen sei noch darauf hingewiesen, dai auch hier 
wieder der bei vielen schon behandelten Problemen! beobachtete Effekt eintritt, da die Span- 
nungsspitzen gegeniiber ihren Werten beim Hookeschen Gesetz abgebaut werden. 


(Eingegangen am 5. September 1955) 
Anschrift des Verfassers: Dr. K. Ozden, Stuttgart-N., Nordbahnhofstr. 133/III. 


1 Vgl. etwa H. Kauderer, a. a. O. ; F. Jindra, Ing.-Arch. 22 (1954) S. 121 u. 411; 23 (1955) S. 122. 
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Zur Berechnung der Strémung durch Voith - Schneider - Propeller 
Von W.-H. Isay 


1. Einleitung. In meiner vorangehenden Arbeit! habe ich eine Theorie zur Berechnung der 
Strémung durch einen Voith-Schneider-Propeller entwickelt, allerdings zunaichst unter Be- 
schrankung auf kleine Fortschrittsgrade; denn fiir diese war die Darstellung der hinter dem Pro- 
peller abflieBenden freien Wirbelverteilungen anschaulich abgeleitet worden. In der vorliegenden 
Arbeit werden wir sehen, daB die in der oben genannten ersten Arbeit entwickelte Theorie auch 
fiir beliebige Fortschrittsgrade anwendbar ist und verniinftige Ergebnisse liefert. Es sei hier 
noch bemerkt, daB vom Leser der vorliegenden Arbeit die Kenntnis der ersten Arbeit voraus- 
gesetzt wird, deren Formelsystem wir hier weiter ohne neue Erklarung verwenden. Und zwar 
soll bei Hinweisen im Text z. B. bedeuten: (8) = Formel (8) der vorliegenden Arbeit; (1,8) = For- 
mel (8) der ersten Arbeit. 


2. Das Geschwindigkeitsfeld der freien Wirbel. In der ersten Arbeit hatten wir bei der Be- 
trachtung der hinter dem Propeller abflieBenden freien Wirbel zunachst so getan, als ob die 
einzelnen Wirbelelemente ungestért mit der Anstrémgeschwindigkeit nach hinten abfléssen, 

‘es ms ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. Auf diese 

a =~ Weise kamen wir zu zykloidenférmigen Kurven, auf 

Se denen die abflieBenden freien Wirbel angeordnet 

sind. Diese vereinfachten wir dann durch eine 

heuristische Betrachtung zu kreisférmigen Wirbel- 

verteilungen. Durch diese Vereinfachung ergab sich 

die Méglichkeit, ein tbersichtliches auch fiir nume- 

zg rische Rechnungen geeignetes Formelsystem zu 
entwickeln. 


Man kénnte meinen, im Falle gré®erer Fort- 
schrittsgrade nun doch mit der ,,strengen‘‘ Formel 
der zykloidenférmigen Wirbelverteilungen arbeiten 
zu miussen. Jedoch gibt diese fiir die mathematische 

of: Berechnung héchst unangenechme Formel in Wirk- 
ee eee lichkeit keineswegs eine richtige Darstellung der 
Abb. 1. hinter dem Propeller abflieBenden freien Wirbel. 

Denn deren gegenseitige Beeinflussung und Ver- 

mischung bleibt unberiicksichtigt. Deshalb lassen wir diese Formel auch in Zukunft beiseite. 
In Wahrheit ist der Abflu8 der freien Wirbelverteilungen hinter einem Voith-Schneider-Propeller 
ein so komplizierter Vorgang, da seine strenge mathematische Erfassung aussichtslos erscheint. 

Es kommt also darauf an, eine Ersatzdarstellung zu finden, die physikalisch verniinftig und 
zugleich fiir numerische Berechnungen verwendbar ist. Dazu gehen wir folgendermafen vor. 


Fir die Betrachtung der sich ablésenden freien Wirbel ersetzen wir den Voith-Schneider-Pro- 
peller mit sechs Fligeln (Abb. 1) durch eine iiber den ganzen Propellerumfang verteilte aquiva- 
lente Zirkulationsdichte, die die abgehenden freien Wirbel erzeugt. 


Kin Propellerfligel hat an der Stelle ~ t = & der Kreisbahn die Gesamtzirkulation 


& fors)or—a0 (8 


Zu jedem Propellerfliigel gehért vor und hinter seinem Mittelpunkt ein Bereich von + m/6 bzw. 
— 7/6 der Kreisbahn bis zum Bereich des nachsten Propellerfliigels. Das bedeutet, daB dem 
Bereich jedes Propellerfliigels und somit auch dem ganzen Umfang der Propellerkreisbahn die 


1 W.-H. Isay, Ing.-Arch. 23 (1955) S. 379. 
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Zirkulationsdichte ! 


Oo 
ee a 
- 


zukommt. Dann stellen wir die hinter dem Propeller abflieBenden freien Wirbel durch eine 


kontinuierliche Folge von Kreiswirbelverteilungen der Dichte et. df dar(0 <# <2z). 
o” \o pres Sax 


Das Geschwindigkeitsfeld der hinter dem Propeller abflieBenden freien Wirbel ist damit in einem 
beliebigen Punkte z = r e'? gegeben durch 


4 


co 2 
(oh 
lei poe (1) 
Oe On re? — Re? — x 


Das ist aber genau unsere alte Formel (1,3), die wir nun fur beliebige Fortschrittsgrade weiter 
benutzen. . 


uy —t vy = — 


3. Weitere Zahlenbeispiele. In diesem Abschnitt werden wir die Berechnungsergebnisse von 
drei weiteren Beispielen mit gréSeren Fortschrittsgraden und anderen Stcigungen der Propeller- 
fligel mitteilen. 

Sie wurden genau nach der in der ersten Arbeit entwickelten Theorie durchgerechnet2, so 
da® wir uns kiirzer fassen werden. 

Das Zahlenbeispiel aus der ersten Arbeit bezeichnen wir jetzt als 

Beispiel 1. Zu diesem Beispiel soll noch die Berechnung des Drehmomentes um den Mittel- 
punkt des Propellerkreises nachgeholt werden, die in Arbeit I nicht durchgefiihrt wurde. 

Das Drehmoment der am einzelnen Propellerfliigel wirkenden Kraft ist gegeben durch 


M = K, Rcos @— K, Rsin@® (2) 


mit ® als Koordinate des Druckmittelpunktes, d.h. des Angriffspunktes der Kraft am Pro- 
pellerfliigel (vgl. Ziff. 8 der Arbeit I). 

Das Drehmoment M‘’) des Gesamtpropellers setzt sich dann additiv aus den Momenten der 
einzelnen Fligel zusammen. 


SchlieBlich definieren wir noch durch den Ausdruck 
(P) 
K’% (3) 


Lee M®) w 


den Wirkungsgrad des Propellers. 
Im Falle des Beispiels 1 ergibt sich folgende Tabelle 1: 


Tabelle 1 
Mittelpunkt Mittelpunkt “|| Mittelpunkt Mittelpunkt 
des Fliigel- M des Fliigel- M des Fliigel- M des Fligel- M 
profils profils profils profils 
ES 
; I 32 
0 — 2,03 Oe + 1,49 1 — 4,14 > + 0,10 
rt 27 UG: ‘ a7 
p= i Te SS ice a gel Sek Wwe 
6 2,14 3 0,30 6 88 3 
rN 57 Ax lla 
= |e ee se ae TY 
+ 0,23 A 3.25 || 3 0,86 : 


M ist dabei in Einheiten von ou? R? angegeben. 


1 Hier haben wir naherungsweise 77/3 durch 1 ersetzt ; dazu erinnern wir daran, daf ja eigentlich die Gesamt- 
zirkulation des Propellerfliigels R\/1 + (r’/R)? I(t) ist, wobei die Wurzel im Durchschnitt etwa den Wert 


1,03 haben diirfte. 
2 Boi der Durchfiihrung der zahlreichen fiir die vorliegende Arbeit notwendigen numerischen Rechnungen 


haben mich Fraulein Renate Schélicke sowie Herr Helm (beide Rechner bei der Deutschen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin) in dankenswerter Weise unterstutzt. 


il 
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Als Mittelwert der beiden Propellerstellungen 0 und 7/6 ergibt sich somit das Propellerdreh- 
moment 
M(?) = — 8,50 0 ug R?, 
Fir die Berechnung des Wirkungsgrades ist das Minuszeichen ohne Bedeutung. Es war (vgl. 
Arbeit I) K(®) = 69,840 uj R. Somit wird nach (3) 
69,84 


N =76.8,50 01: 


Die drei nun folgenden Beispiele werden wir gleich zusammen behandeln. Bei allen drei 
Beispielen soll der Anstellwinkel Null der Propellerfliigel wie in Abb. 1 bei 7/2 und 3 7/2 liegen. 
Die einzelnen Propellerfliigel erstrecken sich wieder iiber 20°, so daB «a = 10° ist. Die Zirkulation 
und samtliche Geschwindigkeiten sind auf ine von u, bezogen, alle Krafte in Einheiten 
von @ uz R und alle Momente in Einheiten von 0 uj R® angegeben. 

Insbesondere ist 

bei Beispiel 2 die maximale Fligelsteigung r/R = 0,25, d. h. der maximale Anstellwinkel 
der Propellerfliigel gegen die Kreisbahn gleich 14°, ferner der Fortschrittsgrad uy/R@ = 1/8; 

bei Beispiel 3 die maximale Fliigelsteigung rj/R = 0,5, d. h. der maximale Anstellwinkel 
der Propellerfliigel gegen die Kreisbahn gleich 26,6°, ferner der Fortschrittsgrad uy/R@ = 1/8; 

bei Beispiel 4 die maximale Fliigelsteigung r/R = 0,5, d. h. der maximale Anstellwinkel 
der Propellerfliigel gegen die Kreishahn gleich 26,6°, ferner der Fortschrittsgrad uy/R@ = 1/4. 
Das bekannte Iterationsverfahren ergibt dann folgende Zirkulationsverteilungen: 


Beispiel 2 
I(t) = 0,014 — 0,490 cos w t — 0,064 sin w t + 0,272 cos 2 wm t — 0,038 sin 2mt 
+ 0,042 cos 3 wm t— 0,023 cos 4m t — 0,006 sin 4a t—0,009 cos 5m t-+ 0,010 sin 6mt, j' 4) 


) 2 
y (y, t) = 0,050 pe meats evi ae (— 0,888 + 0,040 oe 0,048 2 cosa t 
2 
A (0.150 — 0,532 | fine (0,512 — 0,032 7) cos 20 t 
y y? y y? 
=i (0,020 — 0,196 % + 0,016 52) wat + (0,072 + 0,016“ — 0,008 xz) 008 Sat 
e 22 — 0,044 =) nore ic 0,046 +0 ,008 3] eos 400 nS) 
2 
— 0,024 + 0,028 tsa 4ot+ - 0,018 — 0,004 = a 0,008 55) cos5mt 


: 0,008 + 0,016 y Jin Smt & 0,008 + 0,016 a A ae 


2 “ 
0,020 + 0,004” + — 0,008 5) Lea |. 


Beispiel 3 
I(t) = 0,032 — 1,362 cos w t — 0,438 sin w t + 0,784 cos 2m t— 0,075 sin2wt 
+ 0,132 cos 3m t — 0,055 sin 3 w t — 0,06 cos 4m t — 0,01 sin 4a t — 0,02 cos5at 6 
+ 0,045 sin 5 mt — 0,015 cos 6mt + 0,06 sin6bmt, (6) 
5 
y(y, t) = 0 noe a = i 432 — 0,020 ¥ 0,072") cost ] 


alt = 0,368 — 0,868 ” + 0,008 4 sinw t ++ (1.484 — 0,028” —0,088 | cos2at 
merc a a a2 


2 
2. (0.118 — 0,544 “ + 0,040 rr) sin2at + (0,246 + 0,028 ¥ — 0,040 *) cos 3a t 


ae 0,028 —0,132 ” 0,008 ¥ fz)sindors (— 0,142 + 0,036 ” + 0,024 ¥ qe)eosdor | e 
1 
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: 
aft e 0,048 + 0,116 “0,048 =| sin 4a t+ (—0.078 +.0,060 * +0,016 tp) e0ssen 


+(0,062 s 


yp 2 2 2 
-0,060 ” — 0,024) ree (0.072 +0,100 ” —0,008 3] CONG 


2 
ts (0.124 +0,012 ” — 0,040 2) sin 6 ] 


Beispiel 4 
I(t) = 0,027 — 0,480 cosw t— 0,092 sinw t + 0,292 cos2mt—0,118 sin2wt 
+ 0,046 cos 3 w t + 0,025 sin 3m t— 0,014 cos4at 
+ 0,010 sin 5 wm t — 0,005 cos 6w t + 0,020 sin6mt. 


oe | : 
y(y,t) = 0,098 ]/ 1—*. 4 yo" ( 0,860 + 0,020 ~ — 0,048 4 cos w t 


4 
- (0,096 — 0,528 a ar (0.552 — 0,040 a pun 


| 


+( 0,120 —0,204¥ 4 


2 
Z (0.076 — 0,052 ” — 0,008 ") sin 3 @ EL ie 0,042 +.0,032 +) costo t 
efi = 0,008 + 0,040 ¥ — 0,024 *) “An eine = 0,008 + 0,016 ) oe Gat 


+ 0,018 sin 51+ (— 0,024 + 0,040 * — 0,008 =) cos 6m t 


+ 


4 
(0,040 + 0,008” — 0,016 ") FG ] 


vy) Y yp 
0,016 -5 sin2wt+/0,066 + 0,052 — 0,016 <5 cos3qmt 


(9) 


Genau wie in Ziff. 8 der ersten Arbeit wurden die einzelnen Geschwindigkeitsanteile berechnet, 
aus denen sich die resultierende Geschwindigkeit w (relativ zu Propellerfliigel) zusammensetzt. 


Das Ergebnis ist in den Tabellen 2 bis 4 enthalten. 
Tabelle 2 (Beispiel 2) 


ot | Z’up Sop ur | vf —, — vy Uy 

0 + 0,025 | —0,022 + 0,809 | + 0,049 0,00 — 8,00 + 1,00 
- Sp 00MRe = 0.085) 26 0,741" | 4 0,048!) - =F 4,00 6.928 | 1,00 
a 5.0092") | = 0.106. 0,388 1 0,070 (6,928 | 4,00 + 1,00 
z a .a4e | 20,160 | = 0,180621- = 0,282 4 - 8,00 0,00 + 1,00 
ae + 0,088 | —0,163 + 0,069 | —0,368 + 6,928 | + 4,00 + 1,00 
+ 0,094 | —0,100 40,284 | —0,227 + 4,00 16,928 .| + 1,00 
1 t 0,015" |) 0,051 =|) =426;353 — 0,015 0,00 + 8,00 + 1,00 
= Bere bh Ones | eoTe th 0,197" | 4,00 + 6,928 | + 1,00 
ae 0,071. | 0,143 + 0,099 | +0,304 | —6,928 | + 4,00 + 1,00 
a Be ganie| oe =ote0 |) 0.116) 4) -£0,260°0|0-- 8,00 0,00 + 1,00 
oa 4. 0,028 -- —0,112 | £0,362 | 40,090] —6,928 | —4,00 + 1,00 
liz | 4,039 | —0,047 450,659 | -£ 0,037> |, “— 4,00 — 6,928 | + 1,00 
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Tabelle 3 (Beispiel 3) 


wt 2’ up Lop uf ve =U, =e Us 
0 + 0,163 — 0,048 4 2,230 4 0,236 0,00 — 8,00 4 1,00 
> + 0,066 — 0,081 + 1,946 +. 0,289 + 4,00 — 6,928 + 1,00 
+ + 0,015 — 0,251 + 0,921 — 0,195 4 6,928 — 4,00 + 1,00 
5 + 0,112 Le eT) — 0,585 — 0,759 + 8,00 0,00 + 1,00 
2 
oe 4s 0,280 — 0,488 + 0,042 —1 ,069 + 6,928 + 4,00 + 1,00 
5 
En 0887 — 0,296 +. 0,709 — 0,754 + 4,00 + 6,928 + 1,00 
a + 0,142 — 0,150 + 0,980 — 0,212 0,00 4 8,00 + 1,00 
7 
= — 0,137 — 0,220 +. 0,889 0,430 — 4,00 + 6,928 + 1,00 
A 
= | —0,149 — 0,376 + 0,404 + 0,823 — 6,928 + 4,00 + 1,00 
3 
a — 0,059 = 0,414 — 0,245 + 0,755 — 8,00 0,00 + 1,00 
5 
aS + 0,121 — 0,337 +1171 + 0,237 — 6,928 — 4,00 + 1,00 
lla 
—"| +0,158 Sep 151 + 1,978 4. 0,222 — 4,00 — 6,928 + 1,00 
Tabelle 4 (Beispiel 4) 
| 
ot 2’ up ap uf ve = Uys =U Uy 
0 + 0,050 — 0,021 + 0,787 + 0,078 0,00 — 4,00 + 1,00 
Mh 
= | + 0,019 9,038 + 0,871 + 0,107 4 2,00 — 3,464 + 1,00 
IU 
+ + 0,006 — 0,104 + 0,465 0,083 43.464 — 2.00 + 1,00 
aU 
> +. 0,045 — 0,172 — 0,203 — 0,312 4 4,00 0,00 + 1,00 
Qeat 
ake + 0,094 — 0,172 + 0,077 0,412 + 3,464 -L 2,00 + 1,00 
570 
EEN ah sey — 0,100 + 0,330 — 0,221 4 2,00 + 3,464 + 1,00 
fe + 0,013 — 0,048 + 0,353 + 0,020 0,00 + 4,00 + 1,00 
1% 
= | —0,078 — 0,074 + 0,245 + 0,213 — 2,00 + 3,464 + 1,00 
Am 
= | —0071 — 0,127 + 0,063 + 0,268 — 3464 + 2,00 + 1,00 
32 
= | —0,028 — 0,134 — 0,097 4 0,214 F400 0,00 + 1,00 
52 
“= | +0,027 — 0,101 + 0,247 + 0,069 — 3464 — 2.00 + 1,00 
lla 
"| 40,045 — 0,054. + 0,559 + 0,061 — 2,00 et + 1,00 
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Aus den Tabellen 2 bis 4 entnimmt man ohne weiteres die Geschwindigkeiten U, V und 


ia jU2 + V*. Die Richtung von w gibt B = arctg V/U an (gegen die positive x-Achse ge- 
messen). Das Ergebnis ist in den nachsten Tabellen 5 bis 7 zusammengestellt. 


Tabelle 5 (Beispiel 2) 


ot U V w B wt U Ve w B 

0 + 1,834 | — 7,973 8,18 ecu rn + 1,368 | + 7,934 8,05 + 80,2° 

i 5,745 2 | tz | 

= + 5, — 6,918 8,99 — 50,3 | oy — 2,792 | + 7,040 Asay + 111,6° 

It | 4a 

3 + 8,307 | — 4,176 9,30 — 26,7° | > — 5,900 | + 4,161 Up? + 144,8° 

IU | 32 

ci + 8,854 | — 0,442 8,86 — 2,9° a — 7,140 | + 0,114 7,14 + 179,1° 

22 " > 

= + 8,085 | + 3,469 8,79 + 23,2° aoa — 5,538 | — 4,022 6,84 — ]44,0° 
| 

ot Sale etl lige 

cs + 5,378 | + 6,601 8,51 + 50,9 a — 2,302 | — 6,938 Cea — 108,4° 


ot U UA w B wt (Uf V w B 
ee ee Oe eee eee 
0 + 3,393 | — 7,812 8,52 — 66,5° + 2,122 | + 7,638 1,93 + 74,5° 
IU WH 
om + 7,012 | — 6,720 9,71 — 43,8° 7 — 2,248 | + 7,138 7,48 -+- 107,5° 
1 4m 
3 + 8,864 | — 4,446 9,92 — 26,6° % — 5,673 | + 4,447 1,21 -+ 141,9° 
It 3% 
zy - 8.527 | — 1,200 8,61 — 8,0° TE — 7,304 | + 0,341 Ucayl -- 177,3° 
2 
= + 8,250 | + 2,443 8,60 + 16,5° ef — 4,636 | — 4,100 6,19 — 138,5° 
ae + 6,036 | + 5,878 8,42 + 44,2° ae — 0,864 | — 6,857 6,91 — 97,2° 
Tabelle 7 (Beispiel 4) 
ot U Ka w B ot U V w B 
0 + 1,837 | — 3,943 4,35 — 65,0° || ae -+- 1,366 | + 3,972 4,20 + 71,0° 
Ls és 1% i 
vs + 3,890 | — 3,395 5,16 ,| —4l1,1 ae — 0,833 | + 3,603 3,70 -+ 103,0 
¥ + 4,935 | — 2,187 9,40 — 23,9° | ee —= 2,472 | - 2,141 Soa 0 + 139,1° 
ta + 4,842 | — 0,484 4,87 — 5,7° ve — 3,125 | + 0,080 ayo + 178,5° 
2 
22 | 52 4 
aa + 4,635 | + 1,416 4,85 + 17,0° || ai — 2,190 | — 2,032 2,99 — 137,1 
3 | 
oe + 3,424 | + 3,143 4,65 + 42,6° = — 0,396 | — 3,457 3,48 — 96,5° 
6 
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Die Berechnung des Druckmittelpunktes nach Formel (1,40) liefert das in den Tabellen 8, 9 
und 10 wiedergegebene Ergebnis 


Tabelle 8 (Beispiel 2) Tabelle 10 (Beispiel 4) 


Tabelle 9 (Beispiel 3) 


wot Yo/O ot Wo! X at Wo/X 
OS |) Osa OSamOsoL 0° | 0,49 
SOS Ose SOC OS Or, P|) Oss 
60° | 0,70 60° | 0,61 60° | 0,68 
90° | 0,70 90° | 0,60 90° | 0,70 
120° | 0,22 120° | 0,20 120° | 0,28 
150° | 0,44 150° | 0,47 150° | 0,44 
180° | 0,48 180° | 0,50 180° | 0,48 
PAO” | Oy? 210° | 0,50 FN || Ops! 
240° | 0,66 240° | 0,54 240° | 0,71 
ZO 2a Ose 2102) 0533 270° | 0,18 
300° >|) 0,22 300° | 0,24 S00cm Os to 
330° | 0,22 330° | 0,30 33028 OSS 


In den nun folgenden Tabellen 11 bis 13 sind die resultierenden Krafte an den Propeller- 
fliigeln und alle zu ihrer Berechnung erforderlichen Gréfen zusammengestellt. Dabei ist die 
resultierende Geschwindigkeit w im Druckmittelpunkt nach Gréfe und Richtung mit Hilfe der 
Tabellen 5, 6 und 7 interpoliert. Die Richtungswinkel sind gegen die positive x-Achse gerechnet. 


Tabelle 11 (Beispiel 2) 


Lage des Lage Lee : i n otek r6 re ichtung de ichtun 
Profilmittel- Bee ete oi Pre pee aee ruck eats He ie | 
punktes punktes mittelpunkt mittelpunkt K K fliigelprofiles 
0° 52a 8,32 — 72,4° — 0,194 1,614 — 162,4° — 76,0° 
30° Sele 9,15 — 44,7° — 0,325 2,974 — 134,7° — 4A7,8° 
60° 67,0° 9.19 == WIE — 0,485 4,457 — 111,22 — 22,9° 
90° 97,0° 8,84 aE aye — 0,345 3,050 — 86,8° — 0,0° 
120° PPA 8,78 as U5 We + 0,155 1,361 es tL eae + 22,9° 
150° 154,4° 8,44 py *55:2° + 0,584 4,929 —_ 145,2° + 47,8° 
180° 184,8° 71,97 + 85,2° + 0,720 5,738 + 175,2° + 76,0° 
210° 215,2° 7,90 + 117,4° + 0,571 4,282 — 152,6° + 107,8° 
240° 246,6° 71,20 + 152,4° + 0,209 1,504 == 117562 + 142,9° 
270° iiceoe ake, —— 178,12 — 0,217 1,545 + 91,9° 0,0° 
300° D0 2eae 6,88 — 141,3° — 0,320 2,201 ae POS — 142,9° 
330° BBVA? feo — 106,1° — 0,184 1,356 + 163,9° — 107,8° 
Tabelle 12 (Beispiel 3) 
Lage des Lage des ronult, Richtung von 1. roe der i i 
Profiimittl Dao ested: cea w im Dieoke Veneta 3 Ean a eee Npropelles : 
punktes punktes mittelpunkt mittelpunkt K K fliigelprofiles 
0° Srl 8,72 — 62,7° — 0,51 4,45 — 2 — iS 
30° 36,7° 9,88 Pos eek 2 OOS he aos | eae 
60° 66,1° 9,65 — 22,9° — 1,64 15,83 — 112,9° no 16.,0° 
90° 96,0° 8,61 BE ye ek 9:78 = |e toate 0,0° 
120° 122.0° 8,59 + 18,4° + 0.12 1.03 108.4200! Sceiees 
150° ANTS 8,34 + 49,0° + 1,45 12,09 + 139,0° +- 36,6° 
180° 185,0° 7,85 + 80,0° + 1,99 15,62 | +170,0° | + 63,4° 
DlOe mall 7,41 + 113,2° + 1,81 13,41 — 156,8° 96,6° 
240° 245,4° npr: + 148,3° + 0,84 6,07 — 121.7° -+- 136.0° 
270° 273,3° 7,19 —117,8° — 0,46 3,31 + 92,2° "0° 
300° 302,4° 6,24 ° : ; ne a 
330° 333,0° 2 Pas 135,1° a 0,70 4,37 =| 134,9° a 136,0° 
71,07 — 94,1 — 0,37 2,62 + 175,9° — 96,6° 
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Tabelle 13 (Beispiel 4) 


Lage des L des eae ic e ré e ichtung de ichtun 28 
Profilrmittel- Deicenaet age: : eae Profilzirku- ek Sa os eel ap 
punktes punktes mittelpunkt mittelpunkt lation P K K fliigelprofiles 
‘We 4,9° 4,48 — 61,1° — 0,134 0,600 —151,1° — 63,4° 
30° Silke 5,34 — 36,8° — 0,349 1,864 — 126,8° — 36,6° 
60° 66,8° 5,28 — 19,8° — 0,593 Sales — 109,8° — 16,0° 
90° 97,0° 4,86 — 0,4° — 0,381 1,852 — 90,4° 0,0° 
12.02 122°8o 4,84 + 19,4° + 0,183 0,886 + 109,4° + 16,0° 
150° 154,4° 4,59 + 46,7° + 0,687 RALSy + 136,7° + 36,6° 
180° 184,8° 4,12 + 76,1° + 0,734 3,024 + 166,1° + 63,4° 
202 2512 3,62 + 109,1° + 0,515 1,864 — 160,9° + 96,6° 
240° 247,1° 3,24 + 148,4° + 0,155 0,502 — ]21,6° + 136,0° 
270° Prileoe 3,12 — 178,8° — 0,167 OF 21 + 91,2° 0,0° 
300° S0lee 3,00 — 135,1° — 0,213 0,639 + 134,9° — 136,0° 
S502 Solaom Seoe — 94,9° — 0,114 0,401 + 175,1° — 96,6° 


Die Zerlegung der resultierenden Krafte K in ihre x- und y-Komponenten sowie die Be- 
rechnung des Drehmomentes nach Formel (2) liefert das in den Tabellen 14, 15, 16 enthaltene 
Ergebnis: 


Tabelle 14 (Beispiel 2) 


Mittelpunkt || Mittelpunkt | 
des Fliigel- ke Ke, M || des Fliigel- Ke Ke M 
profiles ; % || profiles : 
(Os — 1,54 — 0,49 — 0,35 180° — 5,72 + 0,48 — 0,96 
30° — 2,09 — 2,11 — 0,42 210° — 3,80 —1,97 — 0,58 
60° — 1,61 — 4,16 — 0,14 240° — 0,69 — 1,33 — 0,11 
90° + 0,17: — 3,04 + 0,20 270° — 0,05 + 1,54 + 0,01 
1202 — 0,58 + 1,23 — 0,16 300° — 1,38 + 1,72 — 0,25 
150° — 4,05 + 2,81 — 0,79 So0m — 1,31 + 0,38 — 0,27 
Tabelle 15 (Beispiel 3) 
ittelpun Mittelpunkt 
a ae ok K ie M des Fligel- kee K M 
pratiles 4 4 profiles y 
De — 3,96 — 2,04 — 1,68 | 180° — 15,38 + 2,71 — 4,04 
30° — 6,48 — 17,72 —2,32 || 210° — 12,32 — 5,28 — 2,74 
60° — 6,16 — 14,57 — 0,28 240° — 3,19 — 5,16 — 0,75 
90° — 0,53 — 9,72 Sere i Paki: — 0,13 + 3,31 + 0,06 
120° — 0,33 + 0,98 — 0,24 300° — 3,09 + 3,09 — 0,95 
150° — 9,13 + 7,93 — 3,27 330° — 2,61 + 0,19 — 1,02 
Tabelle 16 (Beispiel 4) 
i Mittelpunk 
re ee K M fee Fhigel- ee Ky M 
profiles é | profiles 
0° — 0,53 m9 Pee 0,248 an a0 aye a 2:94 + 0,73 20:97 
30° — 1,12 — 1,49 — 0,50 210° — 1,76 — 0,61 — 0,51 
60° — 1,06 — 2,94 — 0,19 240° — 0,26 — 0,43 — 0,08 
902) 4). 0.01 — 1,85 + 0,24 270° — 0,01 + 0,52 + 0,01 
LADS — 0,29 + 0,84 — 0,21 300° — 0,45 + 0,45 — 0,15 
150° — 2,29 +216 | —0,96 | 330° — 0,40 + 0,03 — 0,16 


Als Mittelwerte der beiden nach den Tabellen 14, 15 und 16 berechenbaren Propellerstellungen 
0 und 7/6 erhalten wir fiir die resultierenden Gesamtkrafte, das Gesamtmoment und den Wir- 
kungsgrad der behandelten Voith-Schneider-Propeller: 
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wu 3fe =5mfs §=af6 


-06 
Abb, 2. Beispiel 2: Zirkulationsverteilung ’ (glatt) und Zirkulationsyerteilung I + I* fiir genaue Vorwartsfahrt (gestrichelt). 


ot 
Ff 5nf3 a6 22 


Abb. 3. Beispiel 3: Zirkulationsverteilung I’ (glatt) und Zirkulationsverteilung I + I"* fiir genaue Vorwartsfahrt (gestrichelt). 


Abb. 4. Beispiel 4: Zirkulationsyerteilung J’ (glatt) und Zirkulationsverteilung I + ['* fiir genaue Vorwartsfahrt (gestrichelt). 
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Betepicl 200K, = 1ls2gu Ry KO = 2A7 out RK, K® = 11,590 u8R, 
Richtung Bx = — 167,7°, 
M(?) = — 1,91 9 u2 R?, WGA, 
Beispiel 3: Ke’ = —31,659u2R, K0=—13,149u2R, K®) = 34,270 u2 R, 
Richtung Bx = — 157,5°, 
M) = — 7,84 09 u? R?, 4 == 0,90, 
Beispiel 4: K =—5,569u2R, K=—1440u2R, K®)=5,740u2R, 


Richtung f x = 165,5°, 
M(‘?) — — 1,86 0 u2 R?, n = 0,77. 


Auch bei diesen Beispielen ist die resultierende Propellerkraft nicht genau entgegengesetzt 
_ zur Anstrémung gerichtet, sondern bildet mit dieser einen Winkel von 12,3° bzw. 22,5° baw. 14,5°. 


Mit Hilfe der in Ziff. 9 der ersten Arbeit angegebenen Methode soll jetzt noch untersucht 
_ werden, an welcher Stelle der Anstellwinkel Null der Propellerfliigel gegeniiber der Kreisbahn 
liegen mus, um genaue Vorwartsfahrt zu erreichen. Dabei kénnen wir uns mit Riicksicht auf 
Arbeit I weitere Erklarungen ersparen. Das Ergebnis der Rechnung ist in den Tabellen 17 bis 19 
enthalten. Ausnahmsweise (um den Faktor v,/u) nicht immer mitschleppen zu miissen) ist hier 
die zusatzliche Zirkulation [** in Einheiten von v, und die Zusatzkraft K* in Einheiten von 
0 Uy Vy R angegeben. 


Tabelle 17 (Beispiel 2) 


Mittelpunkt Zusatzliche x = Mittelpunkt Zusatzliche * * 
des Fligel- Zirkulation Ky Ky des Fliigel- Zirkulation Kee Ky 
profiles 1m | profiles ES: 
0° + 0,16 4+ 1,27 + 0,40 180° + 0,61 — 4,84 + 0,41 
30° + 0,56 + 3,60 + 3,64 210° — 0,04 + 0,27 + 0,14 
60° + 0,80 + 2,66 + 6,85 240° — 0,70 + 2,33 + 4,47 
90° + 0,95 — 0,47 + 8,39 2702 — 1,20 — 0,28 + 8,54 
120° + 1,05 — 3,93 + 8,34 300° — 1,08 — 4,64 + 5,80 
150° + 0,97 — 6,72 4+ 4,67 330° — 0,45 ars 10 + 0,92 
Tabelle 18 (Beispiel 3) 
Mittel punk Zusatzlich Mittelpunk Zusatzlich 
Aes "Fhigel- Zitkulation K* KY, dos Plies. zee Ke Ky 
profiles d lilag profiles i Eee 
0° + 0,44 + 3,41 + 1,76 180° + 0,94 — 7,27 -+- 1,28 
30° + 0,77 + 4,89 + 5,83 210° + 0,30 — 2,04 — 0,87 
60° + 0,88 + 3,30 + 7,82 240° — 0,55 + 2,09 + 3,39 
90° + 0,93 + 0,43 + 8,00 | 270° —1,15 — 0,32 + 8,26 
120° + 1,05 — 2,85 + 8,56 300° — 1,02 — 4,49 ++ 4,50 
502 + 1,16 — 7,30 + 6,34 yak)? — 0,28 — 1,97 + 0,14 
Tabelle 19 (Beispiel 4) 
ittel k Zusatzlich Mittelpunkt Zusatzlich ae 
eae Tater Ky SS des Fligel- Zickilevive Ke 1 
profiles yh profiles * 
0° + 0,44 + 1,72 + 0,95 180° + 0,94 — 3,75 + 0,93 
30° + 0,77 + 2,46 + 3,29 210° + 0,30 — 1,03 — 0,36 
60° + 0,88 + 1,57 + 4,38 240° — 0,55 + 0,93 + 1,52 
90° -+ 0,93 + 0,03 + 4,53 270° —1,15 — 0,07 -- 3,59 
208 + 1,05 — 1,69 + 4,79 300° — 1,02 — 2,16 + 2,17 
150° + 1,16 — 3,87 + 3,65 330° — 0,28 — 0,99 --+ 0,08 
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Als resultierende Gesamtkrafte der Voith-Schneider-Propeller (einschl. der eben angegebenen 
Zusatzkrafte) haben wir dann: 


Beispiel 2: KY = — (11,32 +6,97 ie mR, KY — (247 226,28 el 0 u2 R; 
0 
Beispiel 3: KY? = — (31.65 + 6,06 a Decry Ie as (ele 27,51 i) our R; 
0 
Beispiel 4: K) = — (5356 a 34270 | ou Re Ke (14 = 14,76 aie TORY 
0 0 


Aus der Bedingung fiir die genaue Vorwartsfahrt Kook = Up/Up folgt fiir: 


Beispiel 2: nies 0,065 5 are tg ee By. 
Uo Up 
und somit ies KY) —0,760u?R, 


Leela atacde KG. -U19:0 tacks 


Beispiel 3: ee Oro arc tg = WOR 6 
u Up 
und somit Kove 32,97 0 ur R, KY? =—7,l7o0u? R, KO = 33s 0 ug Rs 
Beispiel 4:  —* = 0,070, are tg" = 4,0°; 
Ug Uo 
und somit K{) =—5,800u?R, KY) ——0,4lou2R, K” =5,8low? R. 


Das Ergebnis der Untersuchung lautet somit: Um bei Anstrémung in x-Richtung genaue 
Vorwartsfahrt zu erreichen, mu der Anstellwinkel Null der Propellerfliigel an den Stellen 86,3° 
und 266,3° (Beispiel 2), bzw. 77,7° und 257,7° (Beispiel 3), bzw. 86° und 266° (Beispiel 4) liegen. 

Die Zirkulationsverteilung der genauen Vorwartsfahrt /’+ /* ist durch die gestrichelte 
Kurve in Abb. 2, 3 und 4 dargestellt. Die glatt ausgezogene Kurve in diesen Abbildungen stellt 
die urspriingliche Zirkulationsverteilung nach Formel (4), (6), (8) dar. 


4, Diskussion der Ergebnisse. Bei einer Betrachtung der Ergebnisse der Beispiele | bis 4 fallt 
zunichst auf, dai der Propeller keine genaue Vorwartsfahrt liefert, wenn der Anstellwinkel Null 
der Propellerfliigel bei w/2 und 3 7/2 liegt. Inwieweit das wirklich der Fall ist, konnte ich aus der 
mir bekannt gewordenen technischen Literatur! tiber Messungen an Voith-Schneider-Propellern 
nicht entnehmen. 

Es gibt jedoch zwei Umstinde, die noch im Rahmen der hier entwickelten Theorie eine Ver- 
minderung dieses Ablenkungseffektes bewirken. Wir haben in unseren bisherigen Betrachtungen 
ja stets die Propellerfliigel als ,,unendlich diinn‘‘ angenommen und sie durch eine linienhafte 
Zirkulationsverteilung ersetzt. Dieser Umstand hatte zur Folge, daB wir keine stoBfreie An- 
stro6mung der Propellerfliigel erhalten konnten. Dadurch wiederum war bedingt, da8 der Druck- 
mittelpunkt stets im vorderen Drittel des Propellerfliigels lag. Bei den in der Wirklichkeit vor- 
kommenden endlich dicken und vorne etwas abgerundeten Fligelprofilen wird der Druckmittel- 
punkt jedoch mehr in der Mitte des Fliigelprofiles liegen. 

Berechnet man nun die Krafte an den Propellerfliigeln unter Verwendung der friiheren Zir- 
kulationsverteilung, jedoch mit der Annahme, da der Druckmittelpunkt mit dem Profilmittel- 
punkt zusammenfalle, so erhalt man das in den Tabellen 20 bis 23 wiedergegebene Ergebnis. 


Tabelle 20 (Beispiel 1) 


Ingenieur-Archiv | 


Mittelpunk Mi un 
des Fiigel- K, Ky M aes EBL Ky Ky M 

profiles profiles 
0° — 9,80 — 2,11 — 2,11 180° — 31,55 + 4,33 — 4,33 
30° 363 — 10,92 — 2,54 210° — 26,14 —11,58 S504 
60° — 12,61 — 23,42 — 0,79 240° — 7,62 — 11,30 — 0,95 
90° BE 1:30 SiGe) + 1,30 270° + 0,20 Soa + 0,20 
120° — 0,97 + 2,29 — 0,30 300° — 7,04 + 9,94 —1,13 
150° — 17,93 + 14,16 — 3,29 330° — 1,29 + 2,47 —1,51 


Schiff u. Hafen (1952), S. 300; W. Baer, Hansa (1954), S. 2067. 


| H. Kreitner, Werft-Reederei-Hafen (1931), S.185; W. Just, Werft-Reederei-Hafen (1939), S.5; W. Baer, | 
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Tabelle 21 (Beispiel 2) 
eS SS SS Eee ee eee ee 
Mittelpunk i unk 
des Fi val. K,, K y M ieee on Ky, | K ¥ M 
profiles profiles 
0° —1,54 | —0,36 — 0,36 180° — 5,71 + 0,99 10599 
30° — 2,25 — 1,86 — 0,49 210° — 4,02 — 1,59 — 0,03 
60° — 2,02 — 4,03 — 0,26 240° — 0,87 — 1,23 — 0,14 
90° — 0,15 — 3,05 +> 0,15 270° + 0,02 + 1,55 + 0,02 
120° — 0,54 + 1,25 — 0,16 300° —1,29 + 1,77 — 0,23 
150° — 3,86 + 3,14 — 0,78 330° — 1,27 + 0,42 — 0,27 
Tabelle 22 (Beispiel 3) 
Mittel k i un 
hs Hhigel- K, Ky M Meo Flicks K, ‘Ky M 
profiles profiles 
0° == eek) sa ILRI) = Hari} 180° — 15,20 + 4,22 — 4,22 
30° = 10580 — 71,14 — 2,76 210° — 12,91 — 4,06 — 2,93 
60° 1328 — 14,49 — 0,94 240° — 3,73 — 4,76 — 0,85 
20% —1,35 19,03 == 1539 270° = 0,16 +- 3,36 + 0,16 
120° — 0,29 = 0,99 — 0,24 300° — 2,87 ++ 3,24 — 0,86 
1502 — 8,51 + 8,76 — 3,33 330° — 2,54 + 0,32 — 0,99 
Tabelle 23 (Beispiel 4) 
Mittel k = = Mittel k 
dos Fhigel- Ky Ky M des Fhigel- Ky, Ky M 
proiles profiles 
Om — 0,53 — 0,25 — 0,25 180° — 2,91 + 1,01 — 1,01 
30° — 1,18 — 1,35 — 0,98 210° — 1,85 — 0,43 — 0,55 
60° — 1,30 — 2,92 — 0,34 240° — 0,33 — 0,38 — 0,10 
90° — 0,18 — 1,84 + 0,18 270° + 0,01 + 0,52 + 0,01 
120° — 0,26 + 0,85 — 0,20 300° — 0,43 + 0,47 — 0,14 
150° — 2,16 + 2,35 — 0,95 330° — 0,39 ++ 0,04 — 0,16 


(Dabei sind fiir GréBe und Richtung der resultierenden Geschwindigkeit w jetzt natiirlich die 


gebend.) 


Werte aus Tabelle 2 der ersten Arbeit sowie Tabelle 5, 6 und 7 der vorliegenden Arbeit maf- 


Damit ergeben sich fir die resultierenden Gesamtkrafte, das Gesamtmoment und den Wir- 
kungsgrad der behandelten Voith-Schneider-Propeller folgende Werte (Mittelwerte der beiden aus 


den Tabellen berechenbaren Propellerstellungen 0 und 7/6): 


Beispiel 1: K{ = — 67,949 u2R, KY") = — 18,089 u3 R, K(?) = 70,30 0 u2 R, 
Richtung Bx = — 165,1°, 
M(?) = — 9,240 uj R?, n = 0,48 ; 
Beispiel2: KY? =—11,759u2R, KY ——1,500WR, K=11,840uR, 
Richtung Bx = — 172,7°, 
M) = — 2,07 9 uf R?, 0, 
Beispiel 3: K(") = — 32,689 u2R, KS? =—10,469uzR, K(?)= 34,320u3R, 
. Richtung Bg = — 162,3°, 
M‘?) = — 8,67 0 uj R?, = O,00rs 
Beispiel 4: Ky’ = —5,50u2R, Ky? —— 0,960 02 R, -K() = 5,83 0 u2 R, 
Richtung Bx = — 170,5°, 
M(?) = — 2,04 9 uj R?, eee 8 


Man erkennt, da® jetzt der Winkel zwischen Anstromrichtung und der resultierenden Ge- 
samtkraft im Vergleich mit den friiheren Ergebnissen (s. S.157) um durchschnittlich 5° kleiner 
geworden ist. Dabei ist die GroBe der Gesamtkraft praktisch unverandert geblieben, der Wir- 
kungsgrad jedoch etwas gesunken. 
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Der zweite Umstand, der zu einer gewissen Verminderung des Kraftablenkungseffektes fuhrt, 
ist folgender: Vielfach folgt die Bewegung des Anstellwinkels der Fligel gegeniiber der Propeller- 
kreisbahn nicht einem reinen Cosinusgesetz, wie wir es bisher annahmen (vgl. Arbeit I, Ziff. 4). 
Statt dessen lautet das Bewegungsgesetz: ,,Jeder Fliigel ist wahrend seines Umlaufes so zu be- 
wegen, da®B ein auf ihm senkrecht stehender Strahl dauernd durch einen und denselben Punkt 
hindurchgeht“*!, Dieser Punkt P (Abb. 5) ist fiir alle Propellerfliigel derselbe. Das bedeutet 


7 
* 
cos wt 
R 


1+ sin ot 


wahrend wir bisher immer 
v7 / 


z =— feos t (11) 
verwendeten. Fiir kleine Propellersteigungen rj/R fallen beide Gesetze annahernd zusammen. 
Bei (10) ist die GréBe der Anstellwinkel 6 nicht mehr wie bei (11) gleichmaBig tiber die ganze 
Propellerkreisbahn verteilt, sondern die Anstellwinkel des Bereiches (7 < w t < 2) sind gréBer 
als die entsprechenden des Bereiches (0 [wt <7). 

Ohne weiteres kann in der gesamten bisher entwickelten 
Theorie an Stelle von (11) die Formel (10) verwendet werden; 
deren Nenner wird fiir die Auflésung der Integralgleichung 
(1,6) durch die ersten Glieder einer geometrischen Reihe ersetzt. 
Auch die Formeln (1,16) andern sich etwas. Wir wollen hier 
auf die Einzelheiten nicht eingehen und bemerken nur kurz 
folgendes: Die numerische Durchfiihrung des Iterationsver- 
fahrens zur Liésung der Integralgleichung (1,6) wird wesentlich 
mithsamer; die Ergebnisse weichen jedoch (fiir Steigungen bis 
etwa rj/R = 0,5) nur unerheblich von den unter Verwendung 
der Forme] (11) erhaltenen ab. Die Rechnung mit Formel (10) 
diirfte sich nur lohnen, wenn die Propellersteigung rj/R grof ist. 

Zum Beispiel ergibt sich bei einem Fortschrittsgrad uy/w R 
= 1/4 und einer Steigung r,/R =0,5 (Analogiefall zu Beispiel 4): 


KY) — —5,620uw2R, K‘\?) =—0,790u2R, K(?) = 5,680 u2R, 
Richtung 6x = —172,0°, M() =— 2,000 v2 R?, 7 = 0,71. 


— 


Abb. 5. 


Also haben wir gegeniiber dem Ergebnis bei Beispiel 4 auf S. 159 eine weitere Verminderung des 
Ablenkungseffektes um 1,5°. 

Der Vergleich der fiir unsere Beispiele ausgerechneten Propellerschubkrafte K(?) mit vor- 
liegenden® MeBergebnissen gestaltete sich etwas umstandlich, da die gemessenen Propeller in 
bezug auf ihre Parameter (Fortschrittsgrad, Steigung, Fligeltiefe) nicht genau mit den hier be- 
rechneten Beispielen tibereinstimmten, so daBh entsprechende Umrechnungen nétig wurden. 

Im Ergebnis zeigte sich, daB unsere errechneten Propellerschubkrafte K(?) um etwa 10% 
bis 20% gréBer sind als die gemessenen. Das kann mit Riicksicht auf die Tatsache, daB unserer 
ganzen Theorie die verlustlose Potentialstrémung zugrunde liegt, als ein durchaus befriedigendes 
Ergebnis angesehen werden. 

Auch die errechneten Wirkungsgrade haben ungefahr eine den Erwartungen entsprechende 
GréBe, wie auch die Tatsache, da® der Wirkungsgrad mit steigendem Fortschrittsgrad zunimmt, 
richtig wiedergegeben wird. 


5. Kritische Betrachtung des Geschwindigkeitsfeldes der freien Wirbel. Wir wollen jetzt das 
Geschwindigkeitsfeld der freien Wirbel noch einmal systematisch untersuchen. Dabei wird es 
sich zeigen, da unsere Formel (1) eine ganz neuartige Darstellung gibt, die grundsatzlich von 
der bisher in der Tragfliigel- und Propellertheorie iiblichen abweicht. Um das zu erkennen, 


werden wir jetzt das Geschwindigkeitsfeld der freien Wirbel entsprechend der bisher tiblichen 
Theorie ableiten. 


1 H. Kreitner, Werft-Reederei-Hafen (1931), S. 187. 
2 Siehe FuBnote von S. 158. 
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Zunichst wollen wir wie auch schon vorher die einzelnen Propellerfligel durch Punktwirbel 
der gleichen Gesamtzirkulation RJ" ersetzen. Jeder der sechs rotierenden Fligelwirbel RJ’ 
induziert zu jedem Zeitpunkt t im Punkte w t = @ der Kreisbahn einen freien Wirbel der Starke 


i : : 
— ~~, RLI'(B/w) dd, der mit der Anstrémgeschwindigkeit uy hinter dem Propeller abflieBt. 
Fassen wir nun einen bestimmten Punkt # ins Auge, den gerade ein Propellerfliigel passiert, in 
dem sich also gerade ein freier Wirbel der Stirke == R T'(8/o) d) ablést. Dann ist der beim 


Durchgang des vorhergehenden Propellerfliigels im Punkte # entstandene freie Wirbel bereits 
um die Strecke (7/3 @) uy in x-Richtung abgeflossen, d. h. der Abstand der beiden freien Wirbel 
betragt Ax =z u,/3@m. Nun sind die abflieBenden freien Wirbel, wie schon friiher erwahnt, 
bei Vernachlassigung ihrer gegenseitigen Beeinflussung auf mehr oder weniger kreisférmigen 
bzw. zykloidenférmigen Kurven angeordnet. Ohne das Wesentliche dieser Untersuchung 
irgendwie zu beeintrachtigen, kénnen wir diskrete, kreisférmige Wirbelverteilungen der Starke 


il ° 
Toes RI'(8/o) dd (0 [9 S2a) mit einem jeweiligen Abstand Ax =a u/3@ annehmen. 


Wenn wir nun zu einer aquivalenten in x-Richtung kontinuierlichen Folge von Kreiswirbel- 
verteilungen iibergehen wollen, miissen wir ihre Starke jeweils auf den Abstand zwischen zwei 
Wirbeln verteilen, d. h. wir erhalten eine kontinuierliche Folge von Kreiswirbelverteilungen der 
Zirkulationsdichte. 


1 a 
@) (2)a0 COUR ao; 
ae CS oe (3) 
TE Up Uy @ a) 
3@ 


Dann ist das Geschwindigkeitsfeld der hinter dem Propeller abflieBenden freien Wirbel in dem 
beliebigen Punkt z = r e'” gegeben durch 


oo 22x 
: R if (7) a0 ds 
S L (62) 
Sere | =| oe sae ae So 
0 0 


Formel (12) gilt also, wenn man die bisher tblichen Vorstellungen uber die Darstellung ab- 
flieBender freier Wirbel zugrunde legt. Sie unterscheidet sich von (1) durch den Faktor w R/ug, 
d. h. den reziproken Fortschrittsgrad des Propellers. 

Das Merkwiirdige ist nun: Verwendet man an Stelle von (1) die Formel (12), so ergeben sich 
physikalisch unmégliche Resultate. Die bisher tbliche Annahme, dafi die induzierten freien 
Wirbel in unvermindert bleibender Starke hinter dem Propeller abflieBen, entspricht der physi- 
kalischen Wirklichkeit nur sehr unvollkommen. Daf dieses bisher in der gewohnlichen Propeller- 
theorie wohl noch nicht bemerkt worden ist, hat seine Begriindung darin, da} nur beim Voith- 
Schneider-Propeller die Propellerfliigel durch die abflieBenden freien Wirbel hindurch miissen. 
Bei Verwendung der Formel (12) ergibt sich namlich (wie wir in Ziff. 6 sehen werden) das er- 
wahnte physikalisch unmégliche Resultat gerade auf der hinteren Seite des Propellers (erster 
und vierter Quadrant). Es besteht darin, da dort die Zirkulationsverteilung positiv wird und 
somit zuriickziehende Krafte hervorruft. 

Wenn wir nun in unserer Theorie die Formel (12) an Stelle von (1) verwenden, wollen wir noch 
beriicksichtigen, da8 ja (alles im Sinne der in der bisherigen Propellertheorie iblichen Annahmen) 
die freien Wirbel nicht nur im Durchschnitt mit der Anstrémgeschwindigkeit u, hinter dem Pro- 
peller abflieBen, sondern mit einer gréBeren Geschwindigkeit. Zu ug tritt nimlich noch der Mit- 
telwert u, der von den freien Wirbeln selbst induzierten Geschwindigkeit hinzu; ferner der Mit- 
telwert der von den gebundenen Fliigelwirbeln stammenden Geschwindigkeit 5) up. Es hat sich 
bei den in Ziff. 6 durchgerechneten Beispielen gezeigt, dafs der letztere Anteil vernachlassigt 
werden kann, wahrend uy schon wegen des Faktors w R/uy in Formel (12) beriicksichtigt werden 
mu, 

Oder anders ausgedriickt: Wir werden in (12) den einfachen Fortschrittsgrad ug/m R durch 
den sogenannten induzierten Fortschrittsgrad ersetzen’. Dieser ist durch 


Uo + Uy 
oR 


1 Taten wir das nicht, so wiirden die erhaltenen Ergebnisse noch unmoglicher sein. 
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gegeben, wobei wir fiir u; den Mittelwert von u,( Re“) auf der Propellerkreisbahn nehmen. Ist 
I(t) bekannt, so ist jau,(Re‘®’) leicht aus (12) mit Hilfe der Formeln (1,31) und (1,32) auszu- 
rechnen. Durch eine elementare Integration erhalt man dann, wie leicht nachgerechnet werden 
kann, 

= 1 IS 2 i ff Ae 

Uy = 5 | u, (Re) do = — |— Koeff. (cos w t) + 5 Koeff. (cos 3 @ t) 


Up + uy % 


— 1 Koeff. (cos 5 t) += Koeff. (cos 7 1)]. (13) 


Dabei bezichen sich die Koeffizienten auf die Zirkulationsverteilung /\(t). Wie man u,; richtig 
abschatzen kann, auch ohne die Zirkulation J'(t) vorher berechnet zu haben (was ja erforderlich 
ist), werden wir noch sehen. 


6. Zahlenbeispiele unter Verwendung von Formel (12). AuSerlich unterscheidet sich (12) von 
der fritheren Formel (1) durch die Faktoren @ R/uy bzw. w R/(uy + u). Diese haben jedenfalls 
fiir alle unsere Beispiele sicher einen Wert, der gréBer als 2 ist. Es hat sich nun gezeigt, daB mit 
einem solchen Faktor unser bisher immer verwendetes und in Arbeit I ausfiihrlich beschriebenes 
Iterationsverfahren zur Bestimmung der Zirkulationsverteilung y(y,t) nicht mehr konvergiert. 
Es ist somit erforderlich, ein anderes Verfahren zur Auflésung der durch Formel (12) modifi- 
zierten Integralgleichung (1,6) anzuwenden. Dieses ist zwar nicht so genau wie das frihere Ite- 
rationsverfahren und liefert uns auSerdem nur J(t) und nicht y(y, t). Fiir den hier beabsichtigten 
Zweck, die Unméglichkeit der Formel (12) zu zeigen, ist es jedoch ausreichend. Nachfolgend sei 
das Verfahren kurz erlautert. 


Wir setzen die Zirkulationsverteilung in der Form an 
(1) 
It)=I,+Acoswmt+ Bsnwt+Cceos2mt+ Dsin2mt (I) =konst.) (14) 


mit unbestimmt bleibenden Koeffizienten A, B, C, D. Dann ergibt sich an Stelle von (I,13) 
speziell 


il 
27 


2 2a (1) 
~ | { r(yn@ dy, = (1,10 A — C) cos ® + A cos2 ® + + Acos3H— 0,033 A cos 5@ 
0 0 


+ 1,366 Dsin2 © + Dsin3 ® + 0,366 Dsin4® + h(t) [B — 0,789 D + 0,211 D cos 2 @ 
+ D cos 3 ® + 0,789 D cos 4 ® — 0,211 D cos 6 ® — (0,789 A + C) sin 6 — A sin2 @ 
— 0,577 A sin3 ® + 0,212 Asin 5 O). 


Dieses wird in die Integralgleichung (1,14) eingesetzt, wobei der Faktor w R/(uy) + u,) nicht ver- 


gessen werden darf. Darauf wird ein Iterationsschritt genau in der bisherigen Weise durchge- 
2 


rechnet. Das Ergebnis ist eine Zirkulationsverteilung /'(t), deren Koeffizienten lineare Funk- 
tionen der noch freien Konstanten A, B, C, D sind. Das absolute von der Zeit unabhangige 
Glied wird dabei gleich dem ebenfalls noch freien J, aus (14) gesetzt. Nunmehr werden A, B, C, D 
durch die Bedingung 


U1) na Y) in m\]2 wh 
alee (ea) —— reall = Minimum (15) 
bestimmt. Als endgiiltige Zirkulationsverteilung wird dann 
1 1 2 
PO =FTO+ ST 
genommen. 


Als Zahlenbeispiele haben wir die Beispiele 1* und 4* gewahlt. Diese Bezeichnung soll be- 
deuten, daB diese Beispiele sonst ganz mit den friitheren 1 und 4 iibereinstimmen, nur da jetzt 
an Stelle von (1) die Formel (12) fiir das Geschwindigkeitsfeld der freien Wirbel verwendet wird. 

Nun sollte in Formel (12) ja, wie bereits gesagt, der induzierte Fortschrittsgrad eingesetzt 
werden. Dazu bedarf es der Kenntnis von uy, das ja wieder von der gerade erst zu berechnenden 
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Zirkulationsverteilung abhangt. Das Problem erscheint also schwierig, jedoch hat es sich ge- 
zeigt, dal} up weitgehend unabhangig von dem Faktor w R/uy baw. w R/(up + us) in Formel (12) ist. 
Man erhalt eine gute Naherung, wenn man zunichst up aus dem Ergebnis der Beispiele 1 und 
4 bestimmt, denen ja statt (12) die Formel (1) zugrunde lag. 

Nach Formel (13) [jetzt ohne den Faktor w R/(uy + u,)| ergibt sich fiir Beispiel 1: ur = 0,93, 
und fiir Beispiel 4: ur = 0,32. 


Ie) 


: (1) (2) 
Abb.6. Beispiel 1*: Die beiden sich aus der Bedingung (15) ergebenden Zirkulationsverteilungen [’ und I’ und ihr als Naberungslésung 
verwendeter Mittelwert I (gestrichelt). 


-o4 


qd) (2) 
Abb. 7. Beispiel 4*: Die beiden sich aus der Bedingung (15) ergebenden Zirkulationsverteilungen /’ und [’ und ihr als Niherungslésung 
verwendeter Mittelwert I’ (gestrichelt). 


< Sent R Aeay hae R 
Wir werden daher setzen bei Beispiel 1*: ae = 8, bei Beispiel 4*: a i, = 3. Gleichung 
(12) hat also die Form uy— ive =— > 8 [J ... bei Beispiel 1* und uy— i vp =— 5-3... 
bei Beispiel 4*. Die oben erlauterte Methode zur Bestimmung der Zirkulationsverteilung J’(t) 
mit der Bedingung (15) liefert folgendes Ergebnis: 


Beispiel 1*: A=—0,13, B=0,25, C=0,57, D=0,025, ferner: J) =— 0,01, 
(1) 
I(t) =— 0,01 — 0,13 cosm t + 0,25 sinw t + 0,57 cos 2mt + 0,025 sin2 mt, 


und mit den Werten fiir A, B, C, D wird 


2) 
T(t) = — 0,01 — 0,17 coswt + 0,27 sinw t + 0,53 cos2.mt + 0,125 sin2 mt + 0,20 cos3mt 
— 0,12 sin 3 wm t — 0,06 sin 4m t — 0,025 cos 5 wt. 


164 Isay: Zur Berechnung der Strémung durch Voith-Schneider-Propeller Ingenieur-Archiv 


Also wird 
I(t) = — 0,01 — 0,15 cos w t + 0,26 sin w t + 0,55 cos 2. t + 0,075 sin2wt 
+ 0,10 cos 3m t — 0,06 sin 3m t — 0,03 sin 4w t — 0,01 cos Smt. (16) 
Beispiel 4*: A =— 0,173, B=0,043, C= 0,315, D=—0,037, ferner I, = 0,02. 


(1) , 
I(t) = 0,02 — 0,173 cos w t + 0,043 sin w t +0,315 cos 2 w t — 0,037 sin2 mt, 


und mit den Werten von A, B, C, D wird 
(2) 
I(t) = 0,02 — 0,180 cos w t + 0,049 sin w t + 0,304 cos 2m t — 0,046 sin 2 w t 
+ 0,094 cos 3mMt + 0,017 sin3 mt + 0,010 cos4mt. 


Also wird 


I(t) = 0,02 — 0,175 cos w t + 0,045 sin w t + 0,31 cos 2m t — 0,04 sin 2mt 
+ 0,045 cos3mt-+ 0,01 sin3wmt++ 0,005 cos4mt. (17) 
q) 
Wie man unmittelbar und auch aus Abb. 6 und 7 erkennt, ist der Unterschied zwischen J’ und 


2 

[bei beiden Beispielen nicht sehr erheblich, so da (16) und (17) als gute Naherungslésungen an- 
gesehen werden kénnen. Dazu haben wir allerdings noch zu priifen, ob auch der zunachst ge- 
schatzte induzierte Fortschrittsgrad durch die beiden Lésungen (16) und (17) wieder reproduziert 
wird. 

Aus Formel (13) ergibt sich fiir Beispiel 1*: up = 0,94; und fiir Beispiel 4*: ur = 0,36. Das 
bedeutet induzierte Fortschrittsgrade von 0,12 bzw. 0,34, und diese Werte stimmen befriedigend 
mit den zur Bestimmung der Zirkulationsverteilung zugrunde gelegten Werten 1/8 bzw. 1/3 
uberein. 

Die erhaltenen Zirkulationsverteilungen (16) und (17) sind jedoch, wie man ohne weiteres 
aus Abb. 6 und 7 erkennt, physikalisch unsinnig, wie wir auch schon in Ziff. 5 bemerkt hatten. 
Trotzdem werden wir nun noch die sich aus (16 )und (17) ergebenden Propellerkrafte berechnen. 
Auch hier wird ein unmégliches Ergebnis herauskommen. | 

Zur Berechnung der Krafte an den Propellerfliigeln wenden wir genau das bisherige Verfahren 
an; der Druckmittelpunkt wird wie in Ziff. 4 in der Mitte des Fligelprofils angenommen!. | 

Man erhalt dann das in den Tabellen 24 und 25 enthaltene Ergebnis 


Tabelle 24 (Beispiel 1*) 


ola |e Vee ecGeccww.n| RUPE ee cating Reed ne Ky 
profiles w 
0° + 3,92 | — 16,98 17,43 — 77,0°}) + 0,48 8,37 + 13,0°| + 8,16 + 1,88 
30° + 11,38 | — 12,98 17,27 — 48,8°; + 0,25 4,32 + 41,2°} + 3,25 + 2,85 | 
60° + 15,74 | — 7,25 117,33 — 24,7°} —0,15 2,60 —114,7°) —1,09 — 2,36 
90° + 16,08 | — 0,62 16,09 — 2,2°| —0,24 3,86 — 92,2°) —0,15 — 3,86 
120° + 15,02 | + 6,46 16,35 + 23,3°) + 0,03 0,49 + 113,3°} —0,19 + 0,45 | 
1508 -—- 10,71 | += 12,73 16,63 + 49,9°|) + 0,42 6,98 + 139,9° | —5,34 + 4,50. 
180° + 3,44 | + 16,62 16,97 + 78,3°}) + 0,60 10,18 + 168,3° | — 9,97 + 2,07: | 
210° — 5,04 | + 16,38 17,29 + 108,7°} + 0,35 6,05 —161,3°| —5,73 — 1,94 | 
240° | —13,78 | + 11,24] 17,79 | + 140,8°| —0,24 4,27 | + 50,8°| 12.70 | -— 33mm 
270° — 18,48 | + 1,46 18,54 + 175,5° | — 0,88 16,31 + 85,5°] + 1,28 + 16,26 
300° — 11,62 | — 10,09 15,39 — 139,0° | —0,78 12,00 + 131,0° | — 7,87 + 9,06 | 
330° | — 4,27 | —16,95 17,48 —104,1°| + 0,04 0,70 — 14,1°| + 0,68 — 0,17 


Fir die resultierenden Gesamtkrafte ergeben sich dann als Mittelwerte der beiden aus den 
Tabellen berechenbaren Propellerstellungen 0 und 7/6: 


Beispiel 1*: KY” =— 7,139 u3R, KY = +16,029u2R, K® 17,530 u2R, | 
Richtung: Bx = + 114,0°.| 
* Dieses ist hier naheliegend, da ein Druckmittelpunkt nach Formel (I, 40) nicht berechnet werden kann; 


denn 7(y, t) ist ja nicht bekannt. Rechnet man iibrigens mit den Wo-Werten der Beispiele 1 und 4, so ist das. 


Ergebnis fiir die resultierenden Krafte nur unwesentlich von dem aus sich Tabelle (24) und (25) ergebenden 
abweichend. 
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Tabelle 25 (Beispiel 4*) 


Mittelpunkt esult. - il- resu . 
des Fligel- U a eae Sg Cire Hats Richtung Kee Ky. 
profiles w ie K vou J 
Oe li 206 | — 402 |. 452 | — 62,9°| 4.0.21 |! 0,95 | 4 971°! 40,86 | 16.43 
ie) Q90 z 2 aa 
Bema | PN FAO ae SBI 06. | °F Con 
cor | +503) —1g8 | 537 | — 20,58 —0,26 | 1,40 | —110,5°] —o,49 | —1,31 
120° Fake | Saale ir eran ee tae Pero te ati eee 
o | +4 cee : + 167°] +0,07 | 0,33 | +106,7°} —o09 | + 0,32 
150° | + 3,56 | +3,08 | 4,71 | + 40,9°] +0,39 | 1,84 | + 130,9°| —1,20 | + 1:39 
lea) as) he 2 wal bee ae | Lie) ie) te 
ioe Ni oi) 6k 63.69 |) 4 195.08) -_ ee eae a eye au me a oh 
oe es sill 20.97 350 |) 175.62 | 0.92 | 13 -| ae g56°) ooo. | 113 
BO0s et} 229532) 99.20.) © 3.91 “|= 136.3°] — 0.97 | “0.87 | 42133-7° » —20.60 | ke 0GS 
30g] e029 | = 384-1 3.85 |= 94.39% 0,03 4, O12. | — 4,39) Loe | 0.01 
Beispiel 4* : KY) =—2,07TouR, Ky? = 117 o us, Rs, Ke 2,389 ug R, 


Richtung: Bx = + 150,5°. 
Und dieses Ergebnis ist in der Tat unsinnig, sowohl was die Richtung der resultierenden 


Kraft K(”) als auch was ihre Gréfe anbetrifft. Letztere betragt nur 25%, bzw. 40%, der fiir Bei- 
spiel 1 und 4 errechneten Werte (vgl. S. 159). 


7. Voith-Schneider-Propeller mit vier Fliigeln. 
Die gesamte in der ersten Arbeit entwickelte 
Theorie sowie auch die in der vorliegenden Arbeit 
berechneten Beispiele bezogen sich auf Voith- 
Schneider-Propeller mit sechs Fligeln. Es ist 
jedoch ohne weiteres méglich, die dargelegte 
Theorie auch fiir Voith-Schneider-Propeller mit 
vier Fligeln (Abb. 8) anzuwenden. An den 
grundsatzlichen Gedankengangen dandert sich 
dabei tberhaupt nichts, wie man ohne Schwierig- 
keit einsieht. Jedoch haben einige der abgelei- 
teten Formeln eine etwas andere Gestalt. Diese 
leicht zu tiberblickenden Anderungen stellen wir 
nachfolgend kurz zusammen. Damit ist dann 
die in der ersten Arbeit entwickelte Theorie 
auch noch in dieser Hinsicht vervollstandigt. 

An die Stelle von Formel (1,1) tritt 


—la R dy 
> | 
” Bie aoe rors 3 -) i(v+ tos ator) . 


ret’? —Re 


An Stelle der Formel (1,3) bzw. (1) haben wir 


- {8 
tee ee (>) dd dx 
5 i y) (60) 
ig, pitta elie 4 Gee es (19) 


“4 4 


Dann tritt an die Stelle von (1,6) die Oi aaaaa 


ar, cos (wt +A) — uy cos (p + @ t) + Uy 3 cos (wt +A): sin(p +a t) 


et ff) Bals -d9 dy, + ~~" cos(wt +2) Sr(e+ aris (20) 


q=1 


if —la quai 
SENS [olv : 9 ak ctg x( Dist } a) dy. 
cay 


-- 


12 
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Ferner hat die Integralgleichung (1,14) jetzt die Form 
2 w ri cos (w t + A) — 2 uy cos (p + © 1) 4 2 uy cos (wm t + A) sin (y + 1) 


6 6 
2, (m) ; 9 r/ (m) ; 
in(p+ oe 0 poe | i(p+ot) 
ae > ers ET oc, COR Oe a) : k,e 


; pois? p=—6 
g r% a a 4iwt a —Aiwmt}) — | 
+ 2 theosor + May + Actions dy en 
1 a P (om) . . Y —y—= 
, Pi UG n ; 
os Qn | a (y) ctg 9 + e ctg Sees pete as +- 
Paarl 
SHIN 
poe n P—_Yy SP Gy. 


+e 2 ctg SE ak 


Entsprechend andern sich natiirlich auch die Gleichungen (1,15) und (1,16) geringfiigig; wir ver- 
zichten darauf, diese Anderung hier aufzuschreiben, da der Leser sie ohne weiteres iberblicken kann. 
SchlieBlich ergeben sich wieder Integralgleichungen der Form (1,19). Jetzt ist aber an Stelle 


von (1,20) 


bf) = —2itg> sin" 3itg?Ssin, ) 
bya at ge = 6 (—1)"+ 2 cos Z| L 4 tg4 5 cos = ; 
b(") = — 2 tg? ; (3 (—1)”" 4- 2 cos a 6 tg* . cos >: 
b@) = — i tg3 5 sin > . b= — 3 tgt > cos ; ae 
bo 4 itg? sin, b(n) =— tg! cos, | 
by) = —2itgs sin, bi) = 3 tg* = cos. | 


Der weitere Lésungsweg fiir die Integralgleichungen bleibt gegeniiber dem in Arbeit I angege- | 
benen vollig unverandert. Insbesondere bleiben die Formeln (1,23) und (1,27) in ihrer Gestalt 
erhalten. Lediglich hat man an Stelle von (I,24) 


1 un 
An=1— tet SF 1)" 4 2 cos ): (23) 


SchlieBlich sei noch erwahnt, daB das Iterationsverfahren zur Bestimmung der Zirkulationsver- 
teilung beim vierfliigeligen Propeller wegen des Faktors 2/3 in Formel (19) auch noch fiir etwas 
groBere Werte von « konvergiert. Man kann etwa mit tg «0/2 < 1/8, 1/2 < 7° rechnen. 


8. Zahlenbeispiel mit vier Fliigeln. Als letztes soll noch ein Zahlenbeispiel eines Voith-Schnei- | 


der-Propellers mit vier Fligeln behandelt werden. Wir bezeichnen es als Beispiel 5. Der An- 
stellwinkel Null der Propellerfliigel liege wie in Abb. 8 bei 7/2 und 37/2. Es sei ferner wieder 
« = 10°. Der Fortschrittsgrad sei up/m R = 1/4 und die Propellerfliigelsteigung rj/R = 0,5. 
Kurz gesagt, haben wir die gleichen Parameterwerte wie in Beispiel 4, nur sind jetzt bloB 
vier Fliigel vorhanden. Dadurch ergeben sich gute Vergleichsméglichkeiten zwischen den Er- 
gebnissen der Beispiele 4 und 5. 
Mit den angenommenen Werten berechnet man aus (22) und (23) 


big = big = — bf) =— 01777, diy = diy = bf) = bi) = 0, 
cial Mae DOL ecm at Meee cl = I) 5. 
bey by) = bay, == — 0,001 e bY) = by) = be be | 
b&) a es ih b) ; bi) —2 bi) 4 | 
Ay =A, 2 A 1,001. A008 ee ee (25) | 


Die Formeln (1,37) kénnen unverandert beibehalten werden. 
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Das bekannte Iterationsverfahren liefert dann folgende Zirkulationsverteilung : 


I(t) = 0,027 — 0,632 cos w t — 0,030 sin w t + 0,254 cos 2m t — 0,185 sin 2 t + 
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+ 0,050 cos 3m t + 0,020 sin 3 mw t — 0,012 cos4at + 0,003 sin 4 t 


— 0,007 cos 5 wt + 0,006 sin 5 m t — 0,008 cos 6 t + 0,015 sin6mt. 


2 
y(p, t) = 0,098 ]/1 Ae Fe ate ease 128 + 0,004" — 0,048") cos at 


2 
=f: ee — 0,508 ” + 0,008 a) iawiee (0,488— 0,020" — 0,032 ") HD ea, 


—0,250—0, 180% Y +.0,008 ta) sin20t + (0,076 + 0,048 # 


- (0,0 66 — 0,044" — 0,016 =) sin 3. t + = 0,036 + 0,028 = cos 4m t 


AG 
a 


We (0,028 + 0,008 % — 0,008 7 SEG | 


a) 016 + Ha) c083004 


0,004 + 0,012 ¥ | sin Smt +(— 0,028 + 0,028 ¥ F) e088 


(27) 


2 
-0,002 +0,028 0,016" t)sindeo t+ (— 0,020-4-0,008" + 0,008 vz}08 Bett 


Auch hier sind die Zirkulation und samtliche Geschwindigkeiten in Einheiten von up, die Krafte 
in Einheiten von 9 u? R und die Momente in Einheiten von 9 u? R? angegeben. 

Genau wie friher (vgl. Ziff.8 der Arbeit I) wurden die einzelnen Geschwindigkeitsanteile 
berechnet, aus denen sich die resultierende Geschwindigkeit w (relativ zum Propellerfliigel) zu- 


sammensetzt. Das Ergebnis zeigt Tabelle 26. 


rm] a wla ala o 


to 
a 


off ol 


Aus Tabelle 26 entnimmt man die Geschwindigkeiten U, V und w =U? cry? 


+ 0,025 


+ 0,007 
— 0,031 
— 0,043 
— 0,020 
+ 0,013 


+ 0,041 


ZL’ vp 


— 0,031 
— 0,073 
== 05107 
— 0,094 
— 0,084 
— 0,084 
— 0,063 
— 0,054 
— 0,076 
— 0,094 
— 0,090 


— 0,056 


Tabelle 26 (Beispiel 5) 


afi 


+ 0,667 


+ 0,749 


+ 0,480 
—0,101 
+ 0,124 
+ 0,282 
+ 0,274 


+ 0,172 


+ 0,036 
0,071 


+ 0,174 


+ 0,428 


op 
+ 0,057 
+ 0,027 
20,129 
== 0,287 
— 0,303 
— 0,184 
+ 0,054 
+ 0,186 
a 9,910 
aor? 


+ 0,079 


+ 0,067 


0,00 
— 2,00 
—— 3,464 
— 4,00 
— 3,464 


— 2,00 


— 2,00 


— 3,464 


Ug 


+ 1,00 


+ 1,00 
+ 1,00 
+ 1,00 
+ 1,00 
-++ 1,00 
+ 1,00 
+ 1,00 


+ 1,00 


+ 1,00 
+ 1,00 
A100 


Die Rich- 


tung von w gibt § = arc tg V/U an (gegen die positive x-Achse gemessen). Das Ergebnis ist 


in Tabelle 


27 enthalten. 


12* 
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Tabelle 27 (Beispiel 5) 


=>" wise et see 
wt U V w B | wt U V w B 
Babe) eens eres A ee 
0 iS 1,674 223974 | Abe onl: | a 41,281} 32991 10 W419. | rae 
emer ee 
*. | 43,729; —3,5f0 | 5,12. | —=43,2° = — 0,859 | + 3,596| 3,69 | + 103,5° 
| 4 
a iA. RAN = 2364 aes ddccnien 24,3° = 29.471) 422,135]. 3.26 9 (e892 
3 
> 47006.) So sei 14,04 — | eae > — 3,091 | + 0,078] 3,09 | + 178,5° 
2% 52 : 
— | + 4,613] +1613) 4,89 | + 19,3° “= | —2,277) —2,011] 3,04 | —138,6 
lez 
+ 3,307| +3,196] 4,60 | +440°|| —~ | —0,531| —3,453] 3,49 | — 98,8° 


Die Berechnung des Druckmittelpunktes nach Formel (1,40) liefert das in Tabelle 28 wieder- 
gegebene Ergebnis. 


Tabelle 28 (Beispiel 5) 
0° | 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° 
0,52 | 0,67 | 0,65 | 0,75 | 0,39 | 0,45 | 0,48 | 0,51 | 0,77 | 0,22 | 0,25 | 0,35 


ot 


po/x 


In der Tabelle 29 sind die resultierenden Krafte an den Propellerfliigeln und alle zu ihrer Be- 
rechnung erforderlichen Gréfen zusammengestellt. Dabei ist die resultierende Geschwindigkeit 
wim Druckmittelpunkt nach GréBe und Richtung mit Hilfe der Tabelle 27 interpoliert. 


Tabelle 29 (Beispiel 5) 


a, es a result. Geschw. ichtung von ayes iM Richtung der Richtung des 
Parner Draueel. aay vo * set Dies tia. pena ae Kraft Propellerfligel- 
punktes punktes im Druckmittelpunkt mittelpunkt ee fe matt K profiles 
On ae. 4,44 — 62,9° — 0,328 1,456 — 152,9° — 63,4° 
30° Ose 5,19 — 39,1° — 0,522 2,709 — 129,1° — 36,6° 
60° 66,5° 5,30 — 20,2° — 0,665 3,024 — 110,2° — 16,0° 
90° Diieow 4,93 == 16° — 0,275 1,356 — 88,4° 0,0° 
120° 123,9° 4,85 = -2255° + 0,399 1,935 + 112,5° + 16,0° 
150° 154,5° 4,54 + 48,2° + 0,874 3,968 + 138,2° + 36,6° 
180° 184,8° 4,10 + 177,2° -+- 0,850 3,485 + 167,2° + 63,4° 
210° Zoe lig 3,60 + 109,6° + 0,544 1,958 — 160,4° + 96,6° 
240° 247,7° Shpall + 149,3° + 0,135 0,433 — 120,7° + 136,0° 
270° PG GAe 3,09 — 178,4° — 0,187 0,578 + 91,6° 0,0° 
300° 30252 3,06 — 135,4° — 0,277 0,848 + 134,6° — 136,0° 
330° Soo.De Soo — 95,1° — 0,224 0,800 + 174,9° — 96,6° 


Die Zerlegung der resultierenden Krafte K in ihre x und y-Komponenten sowie die Berechnung 
des Drehmomentes nach Formel (2) liefert das in Tabelle 30 enthaltene Ergebnis: 


Tabelle 30 (Beispiel 5) 


Mittelpunkt y Mittelpunkt 
des Fliigel- IG Ky M des Fligel- Ky Ky M 
profils profiles 
0° — 1,29 — 0,66 — 0,54 180° — 3,39 + 0,77 — 1,05 
30° — 1,70 — 2,10 — 0,66 | 210° — 1,84 — 0,66 — 0,52 
60° — 1,21 == stall) | — 0,20 | 240° — 0,22 — 0,37 — 0,06 
90° + 0,04 —1,36 | +0,14 | Pano — 0,02 + 0,58 + 0,01 
1208 — 0,74 | + 1,79 |... — 0,38 1) 300° — 0,59 + 0,60 — 0,18 
150° |, = 2,95 | -++2,64- 1 “Zi eaaee — 0.80 + 0,07 — 0,29 


XXIV. Band 1956 Isay: Zur Berechnung der Strémung durch Voith-Schneider-Propeller 169 


Als Mittelwerte der drei nach Tabelle 30 berechenbaren Propellerstellungen 0, 2/6 und 7/3 er- 
halten wir fiir die ‘resultierenden Gesamtkrafte, das Gesamtmoment und den Wirkungsgrad des 


behandelten Voith-Schneider-Propellers (Beispiel 5) 


KY = —4,90ouR, KY ——0,67ou2R, KP=4,95ourR, 


Richtung fx = — 172,2° 
Me) 31,61 6 us RR?) 9 = 0,77. 


Auch hier ist die resultierende Propellerkraft nicht genau entgegengesetzt zur Anstrémung ge- 
richtet, sondern bildet mit dieser einen Winkel von 7,8°. 

Mit Hilfe der in Ziff. 9 der Arbeit I angegebenen Methode soll nun noch untersucht werden, 
an welcher Stelle der Anstellwinkel Null der Propellerfliigel (gegeniiber der Kreishahn) liegen muB, 
um genaue Vorwartsfahrt zu erreichen. Das Ergebnis der Untersuchung gibt Tabelle 31 wieder; 
ausnahmsweise ist die zusatzliche Zirkulation /* in Einheiten von v) und die Zusatzkraft K* in 
Einheiten von 0 uy vy R angegeben. 


Tabelle 31 (Beispiel 5) 


Mittelpunkt Zusatzliche = ¥ Mittelpunkt Zusiatzliche 
des Fliigel- Zirkulation Se Ky | des Fligel- Zirkulation ikon Ly 
profiles ee \ profiles 1 Bs 
| 
0° + 0,42 + 1,66 - 0,86 180° + 0,82 — 3,28 -+ 0,72 
30° + 0,80 + 2,62 + 3,22 DOs -+ 0,14 — 0,47 — 0,18 
60° + 0,93 + 1,74 + 4,61 240° — 0,65 + 1,02 + 1,83 
90° + 1,00 0,00 + 4,95 2i0~ — 1,12 — 0,18 + 3,46 
120° +1,10 | — 1,91 5,01 300° — 0,94 — 2,05 + 2,02 
150° + 1,12 — 3,77 + 3,45 330° — 0,27 — 0,97 + 0,08 


ot 
50/3 tale 


G8 
Abb. 9. Beispiel 5: Zirkulationsverteilung I’ (glatt) und Zirkulationsverteilung IT + I* fiir genaue Vorwartfahrt (gestrichelt). 


Als resultierende Gesamtkrafte einschlieBlich der eben angegebenen Zusatzkrafte ergibt sich somit 
Uv 2 1 a sa — hy 2 
K() = — (4,90 + 1,86 me up k, K( J= (0,67 10,01 0 ugk, 


und aus der Bedingung fiir die genaue Vorwartsfahrt K(?)/K() = vo/uy folgt 


“0 0,045, are tg =2 = 2,6° 
0 


Up 
und somit 
K‘?) = — 4,98 0 Rs KP) = — 0,22 0u; R, K(®) = 4,99 0 uk. 


Um bei Anstrémung in x-Richtung genaue Vorwartsfabrt zu erreichen, muB also der Anstell- 


winkel Null der Propellerfliigel an den Stellen 87,4° und 267,4° liegen. 
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Die Zirkulationsverteilung der genauen Vorwartsfahrt J’ J™ ist durch die gestrichelte 
Kurve in Abb. 9 dargestellt. Die glatt ausgezogene Kurve stellt die urspringliche Zirkulations- 
verteilung nach Formel (26) dar. 

In Analogie zu unseren Untersuchungen aus Ziff. 4 der vorliegenden Arbeit wurden nun noch 
die Krafte an den Propellerfliigeln mit der Annahme berechnet, daB der Druckmittelpunkt mit 


dem Profilmittelpunkt zusammenfalle (abgerundete, symmetrische Profile). Dabei wurde die | 


bisherige Zirkulationsverteilung beibehalten, und fiir die Geschwindigkeit w die Werte aus Ta- 
belle 27 verwendet. 
Das Ergebnis zeigt die Tabelle 32. 


Tabelle 32 (Beispiel 5) 


Mittelpunkt Mittelpunkt 
des Fligel- Ire Ky M des Bliigel- 1G Ky M 
profiles profiles 

0° — 1,30 — 0,55 — 0,55 180° — 3,39 + 1,09 — 1,09 
30° — 1,82 — 1,94 — 0,77 210° — 1,95 — 0,47 — 0,57 
60° — 1,48 — 3,29 — 0,36 240° — 0,28 — 0,33 — 0,08 
90° — 0,10 —1,35 --+ 0,10 Pr? + 0,02 ++ 0,58 + 0,02 
IAD" — 0,64 + 1,84 — 0,36 300° — 0,55 + 0,63 — 0,16 
150° — 2,79 + 2,89 — 1,10 350m — 0,77 + 0,12 — 0,28 


Fir die resultierenden Gesamtkrafte, das Gesamtmoment und den Wirkungsgrad des Voith- 


Schneider-Propellers ergibt sich (als Mittelwert der drei aus Tabelle~32 berechenbaren Propeller- | 


stellungen 0, 7/6 und 7/3 
Kt) =—5,020u,R, LG?) =— 0,26 0upR, K') =5,0209u; R, Richtung Bx 
M?®) = —Lisvou,R; 4 = 0,72. 


Auch in diesem Fall ist der Winkel zwischen Anstrémrichtung und resultierender Gesamtkraft 
um fast 5° kleiner geworden (s. S. 159). Bei etwas gesunkenem Wirkungsgrad ist die GréBe der 
Gesamtkraft praktisch unverandert geblieben. 

Ein Vergleich der Ergebnisse des 4fliigeligen Propellers (Beispiel 5) mit denen des entsprechen- 
den 6fliigeligen Propellers (Beispiel 4) zeigt: Die Strémungsverhaltnisse sind fur den einzelnen 
Propellerfliigel bei Beispiel 5 giinstiger als bei Beispiel 4, da die Propellerfliigel sich gegenseitig 


tay 


weniger stéren und der Kinflu8 der abflieBenden, freien Wirbel geringer ist. So liefert der 4fliige- — 


lige Propeller auch eine Vortriebskraft von etwa 86% derjenigen des 6fliigeligen Propellers und 


nicht nur 67°%, wie man vielleicht erwarten kénnte. Dagegen sind die Schwankungen der resul- | 


tierenden Vortriebskraft um ihren Mittelwert beim 4fliigeligen Propeller doch merklich gréBer 
als beim 6fliigeligen, namlich + 5% gegenitiber + 1%. 


9. Zusammenfassung. In dieser und in der vorhergehenden Arbeit, die ein einheitliches 


Ganzes bilden, wird die Strémung durch Voith-Schneider-Propeller als ebene Potentialstrémung | 


nach der Singularitatenmethode (Zirkulationsverteilungen) behandelt. Die entwickelte Theorie 
wird an verschiedenen Zahlenbeispielen erprobt und liefert befriedigende Ergebnisse. 


Fiir das von den freien Wirbeln erzeugte Geschwindigkeitsfeld wird eine neuartige Darstel- | 


lung angewendet, da eine nach der bisher iiblichen Theorie abgeleitete Formel zu physikalisch | 


unsinnigen Resultaten fihrt. Diese Tatsache diirfte auch iiber das vorliegende spezielle Problem 
hinaus von allgemeiner Bedeutung sein. 


(Eingegangen am 20. Oktober 1955.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. W.-H. Isay, Berlin-Dahlem, Schweinfurthstr. 90. 
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Einflu8 der Bohrlochgréfe auf die Anzeige des statischen Druckes 
bei verschiedenen Reynoldszahlen * 


Von A. K. Ray 


1. Einleitung. Den statischen Druck einer strémenden Flissigkeit mi®Bt man am bequemsten, 
indem man ihn durch eine Bohrung in einer stromlinienparallelen Wand entnimmt und zu einem 
Druckmefgerat (Manometer) leitet. Da durch eine solche Bohrung die Strémung in Wandnahe 
gestért wird, verursacht sie eine Anderung des Druckes, so da das MeBergebnis mit einem Fehler 
behaftet ist. Dieser ist um so kleiner, je kleiner die Bohrung ist, und geht gegen Null, wenn der 
Bohrungsdurchmesser gegen Null geht. 

Uber die GréBe dieses Fehlers liegen Untersuchungen von G. Fuhrmann!, A. Miyadzu* und 
R. Herrmann® vor. Die genannten Forscher veranderten den Bohrungsdurchmesser, trugen den 
Unterschied der mit diesen verschiedenen Bohrungen und mit einer festen Bohrung erhaltenen 
MeBwerte abhangig vom Bohrungsdurchmesser auf und extrapolierten auf den Durchmesser Null. 
Fuhrmann fand negative Fehler, die zunachst mit dem Durchmesser ansteigen und bei gréferen 
Bohrungen annahernd konstant werden, wobei sie ein Hundertstel des Staudruckes der Stré- 
mungsgeschwindigkeit nicht iibersteigen. Miyadzu fand positive Fehler, die linear mit dem 
Bohrungsdurchmesser ansteigen. Er untersuchte weiterhin den Einflu8 der Bohrungstiefe und 
stellte fest, daB der Fehler mit I/d, dem Verhaltnis der Bohrungstiefe zum konstanten Bohrungs- 
durchmesser zunachst anwachst, um dann einen konstanten Endwert zu erreichen. R. Herrmann, 
der Untersuchungen itiber den EinfluB der BohrlochgréBe auf die statische Druckanzeige im 
Rahmen seiner Dissertation iiber den Druckabfall in Rohrleitungen anstellte, fand im allgemeinen 
positive, mit dem Durchmesser der Bohrung anwachsende Fehler. Nur bei sehr kleiner Bohrungs- 
tiefe und einer Erweiterung hinter dem Bohrloch fand er negative Fehler, also Saugwirkung. Ein 
- ahniliches Ergebnis und eine Erklarung dafiir wird die vorliegende Untersuchung bringen. J. Pol- 
zin* untersuchte schlieBlich den Druckfehler in Abhangigkeit von der Rauhigkeit der das Bohr- 
loch umgebenden Wand. Seine Ergebnisse stehen in keiner unmittelbaren Beziehung zur vor- 
liegenden Untersuchung. 

Die erwahnten Untersuchungen geben wohl ein Bild der ungefahren GréBe des Fehlers und 
zeigen, wodurch er beeinfluBt wird. Sie reichen aber nicht aus, um den Fehler in einem gegebenen 
Fall wirklich abschatzen zu kénnen. Vor allem sind die Gesetze der Ahnlichkeit und damit zu- 
sammenhangend der EinfluB der Reynoldsschen Zahl nicht hinreichend beriicksichtigt worden. 
Deshalb sollten durch die vorliegende Arbeit gerade diese Liicken ausgefillt werden. Durch ein- 
fache Uberlegungen wird zunidchst ermittelt, welche Einfliisse auf Grund der Ahnlichkeitsgesetze 
gu erwarten sind. Dann wird durch Versuche in einem Bereich von Reynoldszahlen Re [die mit 
dem Lochdurchmesser und einer charakteristischen Geschwindigkeit gebildet sind, vgl. For- 
mel (4)] von 3,0 bis 10° die Abhangigkeit des Fehlers von Re festgestellt. 


2. Theoretische Uberlegungen. Die an der MeSbohrung vorbeistrémende Flissigkeit ver- 
mischt sich teilweise mit der in der Bohrung ruhenden Fliissigkeit. Dabei erzeugt sie auch in 
dieser eine Strémung, die mit der Tiefe der Bohrung abklingt, aber dabei eine Druckanderung Ap 
bewirkt, die den Fehler bei der Druckmessung darstellt. Unter sonst gleichen Umstanden ist 
diese Druckanderung proportional dem Staudruck der vorbeistrémenden Flissigkeit. Der Pro- 
portionalitatsfaktor selbst hangt aber vom Vermischungsvorgang und dieser von der Reynolds- 
schen Zahl der Anordnung ab. Auferdem ist die in der Bohrung entstehende Druckaénderung 
noch von der Tiefe | der Bohrung bzw. von dem Verhaltnis I/d der Tiefe zum Bohrungsdurch- 


messer abhangig. 


* Gekiirzte Wiedergabe des Dissertation der Verfassers, Gottingen 1955. ; 

1G. Fuhrmann, Theoretische und experimentelle Untersuchungen an Ballonmodellen, Dissertation, 
Gottingen, 1912, S. 46. 

2 A. Miyadzu, Ing.-Arch. 7 (1936), S. 35. my : 

3 R. Herrmann, Experimentelle Untersuchung zum Wiederstandsgesetz des Kreisrohres bei hoher Reynolds- 
scher Zahl und grofen Anlauflangen, Dissertation, Leipzig 1929. 

4 J. Polzin, Ing.-Arch. 10 (1939), S. 3206. 
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a 


Nun besteht an der Wand eine Grenzschicht, in der die Geschwindigkeit vom Wert Null an 
der Wand allmahlich auf die Geschwindigkeit der AuBenstrémung ansteigt. Ist der Bohrungs- 
durchmesser sehr gro®B gegen die Grenzschichtdicke, so spielt die Grenzschicht fiir den Ver- 
mischungsvorgang keine wesentliche Rolle. Bei einer Strémungsgeschwindigkeit V, der Flissig- 
keitsdichte 9, der kinematischen Ziahigkeit », sowie einer Bohrung vom Durchmesser d und der 
Tiefe 1 miissen wir demnach einen Fehler in der Druckangabe 

OQ =H Vidi 
erwarten, der proportional dem Staudruck (0/2) V2, sowie einer Funktion der Re-Zahl V d/y und 
des Tiefenverhaltnisses I/d ist. Ist der Bohrungsdurchmesser d hingegen nicht grof gegen die 
Grenzschichtdicke 6, so ist fiir die Vermischung die Geschwindigkeitsverteilung nur in einem Be- 
reich in der Nahe der Wand maBgebend, wahrend Geschwindigkeiten in groBem Abstand von der 


Wand sicher ohne EinfluB bleiben. Da die Geschwindigkeit in der Grenzschicht an der Wand | 


gegen Null geht, so folgt, da® bei hinreichend kleinem Bohrungsdurchmesser der Fehler gegen 
Null geht, da er ja proportional zu (9/2) V2 ist und die maBgebende Geschwindigkeit V gegen 


Null geht. Wie groB der maBgebende Bereich des Wandabstandes y und damit bei gegebenem | 


Grenzschichtprofil V(y) die maSgebende Geschwindigkeit V ist, muB durch Versuche geklart 
werden. Wir wollen zunachst den Fall betrachten, da®B die Geschwindigkeit in diesem Bereich 
linear ansteigt. Diese Naherung ist sicher zutreffend, wenn der Bohrungsdurchmesser d klein 
gegen die Grenzschichtdicke 6 ist. Wie groB dim Vergleich zu 6 werden darf, ohne dafs diese 
Naherung unzulassig wird, muB der Versuch lehren. Wir setzen also 
oe konst. (2) 
dy 
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit im Abstand y = d von der Wand mit 


dV 
Var ieee (3) 


so ist Ahnlichkeit der Vorgiinge zu erwarten, wenn aufer dem gleichen Bohrungsverhiltnis 1/d | 


(geometrische Ahnlichkeit) auch die gleiche Re-Zahl 


~ Vad weeded? 
Here atae gate (1) 


vorliegt. Der Fehler in der Druckanzeige ist dann 


Ap=£ViF=2@ aa (5) 


2 


wobei F ein Proportionalitatsfaktor ist, der von der Re-Zahl und dem Tiefenverhaltnis I/d ab- 
hangt: 


dy v° d 


(6) 


re “al 


Ist die Annahme eines linearen Geschwindigkeitsanstiegs in dem mafgebenden Bereich der | 
Grenzschicht nicht mehr zulassig, so kommt noch eine weitere, durch die Form des Grenzschicht- _ 


profils gegebene Abhangigkeit von d/6 hinein, wodurch der Fehler Ap mit wachsendem d/6 all- 
mahlich der Form nach in (1) tibergeht. 
Fiir das Versuchsprogramm wurde zunichst I/d = 1 konstant gehalten und die zweite An- 


nahme zugrunde gelegt. Es war daher fiir dieses Tiefenverhaltnis nur die Abhingigkeit des Pro- | 
portionalitatsfaktors F von der Re-Zahl (dV/dy) d?/y zu bestimmen, wobei diese in einem Umfang | 


von 10° verdndert wurde. Einige weitere Messungen sollten die Abhangigkeit von I/d zeigen. Es 
ergab sich hier ein Verlauf des Fehlers mit I/d in umgekehrtem Sinne wie bei Miyadzu. Der 
Grund fiir diese Diskrepanz konnte im Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht mehr ge- 
klart werden, da das Hauptaugenmerk auf die Bestimmung von F (Re) bei festgehaltenem I/d 
gerichtet wurde. 


3. Versuchsanordnung. Die Versuchsanordnung ist in Abb. 1 dargestellt. Die Messungen | 


wurden an der unteren Wand des mittleren Teiles a eines rechteckigen Aluminiumrohres 6 durch- 
gefiihrt. Die Versuchsfliissigkeit (Zuckerlésung), die durch die Kreiselpumpe c in Bewegung 
gehalten wurde und durch die beiden Drosselventile d und e in ihrer Geschwindigkeit zwischen 
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0,2 m/sec und 3,5 m/sec reguliert werden konnte, strémte unter einem durch den Uberlauf f 
stets konstant gehaltenen Druck durch das Rohr. In den mittleren Teil dieses Rohres ist die 
MeBstrecke a eingebaut, die in Abb. 1 im Schnitt gezeigt ist. Die horizontalen Wande der MeB- 
strecke sind aus Aluminium gefertigt, die vertikalen zur visuellen Beobachtung der Strémun 
aus Plexiglas. : 
An der unteren Wand der MeBstrecke wurden an 5 um jeweils 8 cm in Strémungsrichtung 
voneinander entfernten Stellen je 3 Offnungen zur Druckmessung gebohrt. Die eine dieser 
3 Offnungen lag in der Rohrmittelebene, die beiden anderen symmetrisch dazu um je 1 em von 
der Mittelebene entfernt (Schnitt 4A—B in Abb. 1), Von den beiden auBeren Bohrungen ist die 
eine das Versuchsloch, die andere das Vergleichsloch, wobei die Lage von Versuchs- bzw. Ver- 
gleichsloch abwechselnd von rechts nach links wechselte. Die dritte, mittlere Offnung hat die 
gleiche GréBe wie das Vergleichsloch und wurde dazu benutzt nachzupriifen, ob die Druckanzeige 


Schnitt a-B 


Af ff y 


LI OOO PETER OOO NLD ZIT 
PRESS EN Ne NS Na eg Ne RN ee me aN AN Ne SENN NS 


Abb. 1. Ubersicht iiber. die Versuchsanordnung. a MefBstrecke; 6 Zu- und Abfiihrungsrohr; c Kreiselpumpe; d, e Drosselventile; of Uberlauf, 


beider Offnungen dieselbe ist. Dies ist eine notwendige MaBnahme zur Priifung der Sauberkeit 
der Bohrung. Allerdings ware hier zu beachten, daB auch bei genau gleicher GréBe der mittleren 
und der seitlichen Offnung unter Umstanden ein Druckunterschied zwischen beiden dadurch 
entstehen kann, daf in dem seitlichen Loch die Wandschubspannung etwas kleiner ist als im 
mittleren. Die Unterschiede sind jedoch in allen Fallen so klein, das Druckgleichheit ein hin- 
reichendes Kriterium fir die Sauberkeit der Bohrung ist. Das Vergleichsloch mift 0,1 cm im 
Durchmesser d und auch 0,1 cm in der Tiefe 1. Das Versuchsloch im ersten Querschnitt (strom- 
auf) hat 0,2 cm Durchmesser, die folgenden Versuchslécher 0,4, 0,6, 0,8 und 1,0 cm Durchmesser. 
Die Tiefe ist jeweils gleich dem Durchmesser. Messungen mit 0,3, 0,5, 0,7 und 0,9 cm weiten 
Léchern konnten so durchgefiihrt werden, da in die 0,4, 0,6, 0,8 und 1,0 cm weiten Lécher 
Metalleinsatze von je um 0,1 cm kleinerem Durchmesser eingepafit wurden, die mit der Rohr- 
wandung ohne jegliche Grathildung glatt abschlossen. Die Lochtiefe konnte durch einen weiteren 
Einsatz verandert werden. 

Zur Form der Versuchslécher sei folgendes bemerkt: Im allgemeinen wird bei Druckmes- 
sungen die Wandanbohrung die in Abb. 2b gezeigte Form haben, d. h. an eine verhaltnismaBig 
enge Wandanbohrung wird sich in Richtung zum Manometer ein Rohr anschlieBen, dessen Durch- 
messer gréBer ist als der Bohrungsdurchmesser. Im Gegensatz hierzu wurde bei den vorliegenden 
Versuchen aus Griinden des einfacheren Einbaues in die Versuchsanlage eine Anordnung gemaB 
Abb. 2a benutzt. In einem Kontrollversuch mit einer Bohrung gemaB Abb. 2b wurde jedoch 
festgestellt, daB, abgesehen von sehr kleinem I/d, die beiden Anordnungen gleichen Fehler liefern 
und daB auch der Gang des Fehlers mit I/d derselbe bleibt. Fir I/d = 1 ergab sich vollige Uber- 
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einstimmung zwischen beiden Anordnungen, so da® unsere Ergebnisse fiir die Praxis, wo meistens 
Anordnung 2b verwirklicht sein wird, voll brauchbar bleiben, solange I/d nicht zu klein wird. 

Fiir sehr flache Bohrungen (l/d— 0) wurden nur wenige Messungen gemacht. Im wesent- 
lichen wurden diese Messungen in der Hoffnung angestellt, daf fiir 1/d— 0 der bei unseren Mes- 
sungen immer festgestellte Uberdruckeffekt (Ap > 0) in einen Saugeffekt tibergeht, wenigstens 
fiir die Anordnung 2b. Aber auch bei dieser Anordnung und bei Verwendung von Zuckerlésung 
wurden selbst bei kleinen Verhaltnissen J/d immer positive Druckfehler gefunden. Fir Anord- 
nung 2a stieg der Fehler auch bei noch verhaltnismaSig kleinem I/d mit absinkendem I/d. Fur 
extrem kleine I/d ist allerdings zu erwarten, da der Fehler in Anordnung 2a wieder zuriickgeht ; 
wieweit, hangt von dem Durchmesser d’ der Zuleitung ab. 

Nach diesem Ergebnis schien es sehr merkwiirdig, da} von Fuhrmann negative Fehler ge- 
messen worden waren. Um in dieser Hinsicht eine Klarung zu bringen, wurde noch ein Ver- 
suchsloch gema® Abb. 2c angefertigt 
mit extrem kleiner Tiefe und sehr 
breiter Vorkammer. Bei Verwen- 
dung von Wasser und hohen Ge- 
schwindigkeiten ergab sich das Fol- 
gende: Fir d=1,2 cm, | = 0,07 cm 
und fir d=0,8cm, 1=0,07 cm 
wird der Fehler negativ und es tritt 
tatsachlich der von Fuhrmann be- 
obachtete Saugeffekt ein. Der Effekt 
konnte nicht genau gemessen werden, 
da die Verhaltnisse starken instatio- 
naren Schwankungen unterworfen 
waren. Fir dieselben Versuchséff- 
nungen ergaben sich bei Verwendung 
von Zuckerlésung und kleineren Ge- 
schwindigkeiten, d. h. bei kleineren 
Reynoldszahlen, positive Fehler. 
Diese Beobachtungen stehen einiger- 
mafen mit denen von Herrmann in 
Einklang, der ja, wie eingangs er- 
wahnt, sowohl positive als auch 
y negative Fehler fand. 

Uber die ganze Lange des Rohres a sind im Abstand von 50 cm sechs Bohrungen von 0,2 cm 
Durchmesser verteilt, die mit einem Vielfachmanometer verbunden sind, um den fur die Berech- 
nung der Wandschubspannung mafgebenden Druckabfall in der Rohrleitung festzustellen. 
60 cm vor dem Ende der Versuchsstrecke ist ein Staurohr in vertikaler Richtung verschiebbar 
in die Strémung eingebracht, um das Geschwindigkeitsprofil und die maximale Geschwindigkeit 
zu bestimmen, 

Die Versuche wurden mit Zuckerlésung durchgefiihrt, deren Konzentration zur Anderung 
der kinematischen Zahigkeit in den Grenzen 1 cm?/s bis 0,3 cm?/s variiert wurde. Diese groBe 
Zahigkeit wurde verwandt, um trotz groBer, gut definierter Bohrungen und fiir die Druckwirkung 
zureichender Geschwindigkeiten doch hinreichend kleine Re-Zahlen zu erhalten. Da sich die 
Zahigkeit mit der Temperatur stark andert, muBte bei jedem Versuch die Temperatur der Fliis- 
sigkeit gemessen werden. Die Ziahigkeit konnte dann einer Zahigkeits-Temperaturkurve ent- 
nommen werden, die vorher mit einem Kapillar-Viskosimeter fiir die betreffende Konzentration 
der Zuckerlésung aufgenommen werden muBte. 


Abb. 2. Form der untersuchten Druckanbohrungen. 


4. Bestimmung der Wandschubspannung. Zweck der in dieser Arbeit mitgeteilten Versuche 
ist die Ermittlung der durch (5) definierten Funktion F(Re). Hierzu muB die GréBe dV/dy un- 
mittelbar an der Wand bekannt sein. Diese GréBe ist mit der Wandschubspannung t durch 
ik die ees 

RM (mi 4 =Y 0) (7) 
verkniipft. Im Zusammenhang mit (7) sei hier angemerkt, daB diese Beziehung zwischen Wand- 
schubspannung t und dV/dy sowohl bei laminarer als auch turbulenter Strémung gultig ist, da 
auch in einer turbulenten Grenzschicht in unmittelbarer Wandnahe die molekulare Zahigkeit die 
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scheinbare turbulente Zahigkeit iiberwiegt (,,laminare Unterschicht“), Direkt an der Wand 
spielt die turbulente Reibung tberhaupt keine Rolle mehr. Weiter folgt aus den Versuchen, daB 
unter Benutzung von (8) [bzw. von (12)| die Ergebnisse sich sowohl fiir laminare als auch tur- 
bulente Strémung in einer einzigen Funktion F'(Re) der nach (4) gebildeten Re-Zahl darstellen 
lassen. Dies deutet darauf hin, da® in dem untersuchten Re-Zahlbereich fiir den Fehler Vor- 
gange mafigebend sind, die sich in der laminaren Unterschicht abspielen. Naheres hierzu wird 
in Ziff. 8 mitgeteilt werden. 

Die Wandschubspannung t wurde aus dem Druckabfall in Rohrlangsrichtung bestimmt. 
Hierzu betrachten wir ein Stiick des rechteckigen Rohres von der Lange L (Abb. 3). p, und p, 
seien die auf Vorder- und Endflache des Rohrstiickes wirkenden Driicke. t,, sei der Mittelwert 
der Wandschubspannung iiber den Rohrumfang. Das Gleichgewicht der in dem herausgegrif- 
fenen Rohrstiick enthaltenen Fliissigkeiten 
ergibt 

Tl U= (P1 — P2) A, 


wobei A die Querschnittsflache und U der 
Umfang des Rohres ist. 

Bei turbulenter Strémung diirfte die 
Schubspannung in Versuchs- und Vergleichs- 
loch recht gut mit T,, tibereinstimmen. Da- 
her erhalt man hier 


dV tm (EN A 
ceva @) 
wobei 
Abb. 3. Ausschnitt aus dem Versuchskanal, 
Pi— P2 = 08 Ht, (9) es 
gesetzt wurde. Die in (4) definierte Re-Zahl lautet mit der Abkirzung V,=d dy 
Re = a é 
Aus Formel (5) folgt dann 
Pa 2 Ap _ 208M, 5, 
Le, Che ane (10) 
Q dy 
wobei Ap=og H, (11) 


ist. Diese Formeln wurden zur Auswertung bei turbulenter Strémung im Rohr benuitzt. Bei 
laminarer Strémung ist dagegen die Annahme, daB die Wandschubspannung am Versuchs- bzw. 
Vergleichsloch mit der mittleren Wandschubspannung T,, tibereinstimmt, u. U. keine gute 
Naherung mehr. Daher wurde aus der bekannten Lésung fiir die laminare Durchstrémung eines 
rechteckigen Rohres (sie entspricht der Lésung des Torsionsproblems fiir einen zylindrischen 
Stab von rechteckigem Querschnitt) dV/dy an der Stelle des Versuchs- bzw. Vergleichsloches 
(also y =—a und x = +1, vgl. Abb. 3) in Abhangigkeit vom Druckabfall berechnet. Die 
Rechnung kann hier tibergangen werden; das Ergebnis ist 


Naa 
(i) =tTe a ie rT ai mo 
dy y= ” L 70? med (2 + 1) Goj HT as 
t==> 


Gleichung (12) tritt bei laminarer Strémung an die Stelle von (8). 

Hier werde noch auf folgenden Umstand hingewiesen: Bei den Messungen war die Strémung 
im allgemeinen turbulent. Man kann dies an der scheinbar erhéhten Zahigkeit erkennen, die sich 
aus Druckabfall und Maximalgeschwindigkeit bei Annahme laminarer Geschwindigkeitsvertei- 
lung ergibt. Nur in einigen Fallen war die Strémung laminar. Oft war die Strémung aber auch 
in dem Ubergangsbereich, wo eine einwandfreie Entscheidung ob laminar oder turbulent nicht 
leicht ist. In solchen Fallen wurde immer mit (12) gerechnet. Unter Umstanden entstehen da- 
durch Fehler und F(Re) ergibt sich etwas gréSer als es in Wirklichkeit ist. In der spater be- 
nutzten Auftragung von log F(Re) itber log Re kénnen diese Fehler schlimmstenfalls etwa 102; 
betragen. Andererseits streuen aber auch die Messungen erheblich, so daB allzu groBe Sorgfalt 
zur Beseitigung dieser Unsicherheit unangebracht war. 
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5. Druckmessung. Zur Ermittlung des Fehlers in der Druckanzeige der Versuchsbohrungen, 
d. h. zur Bestimmung der in Ziff. 2 eingefithrten Funktion F(Re), muBten die Druckdifferenzen 
zwischen Versuchs- und Vergleichsloch gemessen werden. NaturgemaB sind diese Differenzen 
recht klein (bei unseren Versuchen sind sie von der Gré®enordnung weniger zehntel Millimeter 
Wassersaule) und es muBte ein verhaltnismaBig empfindliches DruckmeBgerat benutzt werden. 
Als solches stand ein Hebelmikromanometer des Max-Planck-Instituts fiir Strémungsforschung 
zur Verfiigung. Dieses Instrument hat einen MeBbereich von etwa 1/100 bis 2,5 mm WS; es 
bietet den Vorteil, da® zur Erreichung eines bestimmten Ausschlages nur ein kleines Luftvolumen 
nachstrémen mu. Da das Instrument mit Alkoholfillung ar- 
beitet und nur fiir die Messung von Driicken in Luft geeignet 
ist, muBte die Differenz zwischen Versuchs- und Vergleichsloch 
iiber ein Luftpolster auf das Instrument iibertragen werden. 
Dies wurde dadurch erreicht, daB zwischen die mit Zuckerlésung 
gefiillte MeBstrecke und das Manometer zwei in Abb. 4 ersicht- 
liche Glasréhren geschaltet wurden, die durch mehrere Hahne 
untereinander, mit der AuBenluft und mit dem Manometer 


mikromanomerer 


Ap 
070 
cmWS 


G08 


G06 


G04 


Fliissigkeit 


0,02 


-0,02 
ZUP Zur 
Vergleichsbohrung: Mebbohrung -004 | 
Abb, 4. Prinzipskizze zur Messung der Druck- Abb. 5. Relativer Druckfehler A’p in Abhingigkeit von d fiir ein Vergleichsloch yon 
differenz zwischenVersuchs- und Vergleichsloch. 0,1 em Durchmesser. 


verbunden waren. Die Glasréhren waren in ihrem unteren Teil mit Zuckerlésung gefillt. Die 
verschiedenen Hahne dienten zur Regulierung der GréBe des Luftvolumens und der Ein- 
justierung der Nullstellung des Manometers. Die Einstellzeit der ganzen Anordnung war recht 
hoch, in einigen Fallen bis zu 10 Minuten. 


6. Korrekturformel. Es ist nicht méglich, den absoluten Druckfehler Ap einer bestimmten 
Bohrung direkt zu messen, sondern, wie oben erwahnt, mu man den relativen Fehler A’p gegen- 
iiber einem Vergleichsloch messen. Man hat daher nachtriglich aus dieser Messung den absoluten 
Fehler Ap durch ein graphisches oder rechnerisches Verfahren zu bestimmen. 

Das nachstliegende ist ein graphisches Verfahren: Fir konstante Zahigkeit y und konstantes 
dV/dy mift man A’p in Abhangigkeit von d, wobei vorausgesetzt ist, daB I/d konstant gehalten 
wird. Fiir d = d) = Durchmesser des Vergleichsloches erhalt man A’p = 0. Die so gewonnene 
Kurve wird dann auf d=0 extrapoliert und die ganze Kurve soweit nach oben verschoben, bis 
der Schnittpunkt mit der Ordinatenachse in den Nullpunkt fallt. Dann hat man den absoluten 
Fehler Ap in Abhingigkeit von d. In Abb. 5 sind solche Messungen wiedergegeben. Der Nachteil 
des Verfahrens liegt darin, da im allgemeinen weder vy noch dV/dy genau konstant gehalten wer- 
den kénnen. Daher streuen die MeBpunkte und man muB entweder eine Ausgleichskurve durch- 
legen und diese als fiir einen Mittelwert von y baw. dV/dy gultig ansehen, oder aber man muf aus 
verschiedenen Messungen auf ein bestimmtes Wertepaar y und dV/dy rechnerisch interpolieren. 
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Daher wurde ein anderes Korrekturverfahren benutzt, das im wesentlichen darauf beruht, 
dafs auf Grund der Versuchsergebnisse in weitem Re-Zahlbereich die Funktion F (Re) in der Form 
F(Re) ~ Re—" mit jt = konst. (13) 


-geschrieben werden kann. Da Versuchs- und Vergleichsloch im gleichen Querschnitt jeweils 
lcm von der Rohrmittellinie entfernt liegen, ist fiir sie sowohl » als auch dVjdy gleich. Der 
Durchmesser des Vergleichsloches sei d,, der des Versuchsloches d. Dann ist nach (4) und (5) 


Ap=cd ”, 


Ap=cd 
wobei die Konstante c von y und dV/dy abhangt und in beiden Fallen dieselbe ist. Folglich wird 
a2! “g dy 2(1—») Ap 
A’p = 4p — Apy = Ap |1 — (7) 070 
ed cmWS x 
Ap=kA'p, (14) x — ml 
G08 y 
wobei der Korrekturfaktor fy 566 
2 
1 v= 035 Se 
Pee 
40s (15) 006 
(7) 
ist. Die MeBergebnisse werden nun am besten Oot 
in der Form F(Re) iiber Re bzw. log F iiber 
log Re aufgetragen. Hierbei ist F(Re) defi- © graphisch korrigiert 
nitionsgemaB zufolge (5) G02 x rechneristh 
ao A’p 
£ pe Lae a (% ei 
2 (a ox (5) 0 Qa a4 06 08 om 40 
F(Re) “he i F’(Re) 2 (16) Abb. 6. Vergleich der graphischen mit der rechnerischen Korrektur 


wobei F’ die mit dem relativen Fehler A’p (an Stelle des absoluten Fehlers Ap) gebildete Funktion 
der Reynoldszahl Re ist. In der Abb.7 ist fiir 3 Versuchsbohrungen log F (Re) iiber log Re auf- 
getragen. Da F’(Re) proportional Re~“ ist, ergeben sich gerade Linien mit der Neigung — w. 
Mit dem aus der Neigung der Geraden gefundenen Wert von y ergibt sich nach (15) auch der 
Faktor k. Bei Verschiebung dieser Geraden um den jeweiligen Betrag log k in Ordinatenrichtung 
fallen sie in eine einzige Gerade zusammen. Diese Gerade ist das Bild von log F(Re) iiber log Re. 
In Abb. 7 wurde allerdings jeder einzelne MeBpunkt verschoben, um zu zeigen in welchem Be- 
reich die Ergebnisse streuen; auSerdem sind bei F(Re) auch noch die Ergebnisse von anderen 
Versuchsbohrungen beriicksichtigt. 

An mehreren Beispielen wurde nachgeprift, ob dieses rechnerische Korrekturverfahren zum 
gleichen Ergebnis fiihrt wie das oben beschriebene Verfahren der graphischen Extrapolation. 
Abb. 6 zeigt ein Beispiel. Man ersieht aus den durchschnittlich einseitigen Abweichungen der 
Ergebnisse, daB der beim graphischen Verfahren nur schwer bestimmbare Nullpunkt nicht ganz 
richtig angenommen war. Die verbleibenden, wechselnden Unterschiede sind darauf zuriickzu- 
fiihren, daB, wie schon erwahnt, vy und dV/dy jeweils fiir eine Kurve nicht hinreichend konstant 
waren. 

Wie oben schon einmal erwahnt worden war, wurden auch Versuche angestellt, den EinfluB 
yon I/d auf den Fehler zu ermitteln. Wahrend die Versuchsreihen zur Bestimmung von Ff Re) 
mit dem Verhiltnis I/d = 1 gemacht wurden, ist in spateren Versuchsreihen I/d systematisch 
geandert worden. An sich miiBte dann auch I/d, fiir das Vergleichsloch in gleicher Weise ver- 
dndert werden, doch wurde dies unterlassen. Es stellte sich namlich heraus, dafs der hierdurch 
entstehende Fehler durchaus nicht die MeBfehler tiberschreitet, so daB sich eine solche Anderung 

des Vergleichsloches nicht lohnte. 


7. MeBergebnisse. Das Ergebnis der Messungen an den Versuchsbohrungen Vid-= 1 (Ver- 
gleichsbohrung: | = 0,1 cm, d = 0,1 cm) ist in Abb. 7 enthalten. Wie oben schon erwahnt, sind 
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in Abb. 7 fiir 3 Versuchsbohrungen die Geraden log Fy tiber log Re aufgetragen (gestrichelt). 
Es ergab sich bei dieser Art der Auftragung, das sich die MeSipunkte fir alle hier untersuchten 
Werte von Re durch Ausgleichsgeraden verbinden lassen. Die Neigung dieser Geraden entspricht 
hierbei dem Wert y = — 3/4. Weiterhin sind fir alle untersuchten Bohrungen die Geraden 


log F(Re) iiber log Re (ausgezogen) aufgetragen. Die gestrichelten Geraden gehen in die ausge- | 


zogene Gerade bei Verschiebung um log k in Ordinatenrichtung tiber [k nach (15)]. 

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daB Abb. 7 auch MeBpunkte enthalt, die in einem 
flacheren Kanal als dem in Abb. 1 gezeigten Versuchskanal gemessen wurden. Es sollte hierbei 
versucht werden, ob bei diinnerer Grenzschicht die GesetzmaBigkeit fiir den Fehler sich andert 
und sich etwa der Form nach(1) nahert. Eine solcher Effekt konnte aber nicht festgestellt wer- 
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Abb. 7. F(Re) iiber log Re. Die Messungen an dem Versuchsloch d = 0,2 cm liegen im allgemeinen etwas zu hoch (vgl. Ziff. 10) und wurden 
in der Auftragung nicht beriicksichtigt. Zum Vergleich sind auBerdem die Geraden log F’ iiber log Re fiir 3 Versuchsbohrungen eingetragen. 


den, da die Kanalbreite und damit die ,,Grenzschichtdicke“ (die bei unseren Versuchen etwa der 


halben Kanalbreite entspricht) immer noch zu groB war. Das Ergebnis in Abb. 7 lat sich 
analytisch darstellen durch 


log F(Re) = — 0,24 — 7 log Re (17) 


oder 
F (Re) == 0,582eRe—*, (18) 


Dieser Ausdruck darf in dem gemessenen Re-Zahlbereich 0,5 <log Re <3,0, d. h. 3< Re< 1000 

als giiltig angenommen werden. Vorausgesetzt ist 1/d = 1 und ein Versuchsloch gema8 Abb. 2a, 

doch wurde schon darauf hingewiesen, da die Formel fiir J/d = 1 auch fiir Druckanbohrungen 

Se Abb. 2b giiltig bleibt. Fiir andere Verhiltnisse I/d 1aBt sich die Funktion F(Re) in der 
orm 


F(Re) = C+ Re—3/4 (19) 


schreiben. Der Faktor C ist hierbei eine Funktion von I/d. In mehreren Versuchsreihen wurde 
der KinfluB von I/d auf C ermittelt. Das Ergebnis ist in Abb. 8 dargestellt. 
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In Verbindung mit der Definition (4), den Gleichungen (5) und (7) gestattet die Formel (19), 
den Fehler vorauszuberechnen, den eine statische Druckanbohrung vom Durchmesser d gegen- 
liber einer ,,idealen“ Bohrung von verschwindend kleinem Durchmesser anzeigt. 


Unter Benutzung von (4), (7), (18) laBt sich (5) auch in folgender Form schreiben: 
Ap = 0,29 d¥2 75/4 p12 gis, 
Uber die Fehlergrenze laBt sich etwa folgendes sagen: Durch (17) diirfte in Anbetracht der 


| normalen Streuung der MeBwerte sowie der schon friiher erwahnten Unsicherheit, ob zur Aus- 
| wertung Formel (8) oder (12) benutzt werden soll, der Zusammenhang zwischen log F und log Re 
etwa auf + 10% gegeben sein. 


8. Strémungsphotographie. Als Abschlu8 der Untersuchungen wurde die Strémung im Ver- 

suchsloch photographiert. Hierzu wurde nicht der Versuchskanal selbst benutzt, da einmal die 
zur Verfiigung stehenden Abmessungen dort etwas klein waren und das Versuchsloch ziemlich 
unzuganglich war und zum anderen die als Versuchsfliissigkeit benutzte Zuckerlésung nach 
kurzer Benutzungszeit so dunkel wurde, da8 Photographieren unmoéglich war. Die Beobach- 


tc ; Aluminium 


Abb. 9. Form des runden Versuchsloches, wie es fiir 
— die photographische Beobachtung benutzt wurde. 


logl/a 
a, “O75 -G50 “O25 0 +025 +050 


Abb. 8. Verlauf des Faktors C in Gl. (19) mit I/d. 


tungen wurden vielmehr in dem Wasserkanal des Max- 4p, 10. Schematische Skizze der Strémung im Ver- 
Planck-Instituts fiir Stromungsforschung gemacht. In suchslech. Das prop arn rene aS eae Nee 
die MefBstrecke dieses Kanals wurde eine ebene Platte zu denken. 

mit zugescharfter Vorderkante eingebaut. Aus dieser ean 

Platte ist eine kreisrunde Offnung ausgeschnitten, an die sich nach unten ein zylindrischer Topf 
aus Glas anschlieBt. Der Topf ist unten verschlossen, doch kann seine Tiefe durch Verschieben 
| des VerschluBstiickes variiert werden; Abb. 9. Diese Anordnung entspricht dem Versuchsloch 
}) bei der statischen Druckmessung. 

Die erste Versuchsreihe mit dieser Anordnung sollte die Verformung einer wandnahen Strom- 
) linie sichtbar machen und gleichzeitig die Entfernung von der Wand, bis auf die sich der Einfluss 
| der Offnung bemerkbar macht, gréBenordnungsmabig festlegen. Um Rickschliisse auf die Ver- 
| haltnisse in unserem eigentlichen Versuchsrohr ziehen zu konnen, miBten eigentlich die gemah 
i (4) gebildeten Re-Zahlen in beiden Fallen gleich gro® sein. Um nicht auf zu Kleine Strémungs- 
» geschwindigkeiten bei den jetzigen Versuchen zu kommen, konnte diese Bedingung nur ange- 
| nahert erfullt werden. Die Reynoldszahlen im Wasserkanal waren durchschnittlich 5 bis 10mal 
) gréBer als die gréBten Re-Zahlen in dem mit Zuckerlésung betriebenen Versuchskanal. Hiervon 
» ist jedoch keine groBe Anderung im Strémungsbild in beiden Fallen zu erwarten. 

Die Stromlinien konnten durch Einfiihrung eines Farbfadens sichtbar gemacht werden. An 
| der Form des Farbfadens war klar zu ersehen, daB die Bewegung laminar war. Die Geschwindig- 
) keit auBerhalb der Grenzschicht an der Wand wurde an der Bewegung eines im Wasser suspen- 
i) dierten Teilchens gemessen. Sie betrug 5 cm/sec. In Abb. 10 ist schematisch gezeichnet, wie der 
Stromlinienverlauf mit bloBem Auge und auf der Photographie zu beobachten war. Nach den 
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Beobachtungen scheint es so zu sein, daB die Fliissigkeit vorzugsweise in dem Mittelteil des Loches 
einstrémt (entspricht den in Abb. 10 skizzierten Stromlinien) und an den Seitenwanden (,,seit- 
lich’ in bezug auf die Strémungsrichtung) wieder ausstrémt. Aber auch eine zeitliche Insta- 


1) act rath Fete cat S : is den Bildern und der visuellen Beob- | 
tionadritat des Vorganges ist nicht ganz ausgeschlossen Av 


achtung war deutlich zu erkennen, da® nur die Stromlinie unmittelbar an der Wand merklich 
verformt wird. Durch visuelle Beobachtung konnte weiterhin festgestellt werden, dai auf 
Stromlinien, die wenige mm von der Wand entfernt waren, schon gar kein EinfluB mehr von der 
Wandéffnung merkbar ist. Damit steht fest, da die Stérung nur in der unmittelbarsten Um- 
gebung der Offnung bis auf Entfernungen von héchstens 1/10 d (bei unseren Verhaltnissen) von 


Einfluf ist. 


Abb. 11. Photographie der Strémung im Versuchsloch (Trépfchenmethode). 


Belichtungszeit: 2 sec; Anstrémgeschwindigkeit 8 cm/sec; vergréfert: 3 : 2. 


Dieses Ergebnis findet seine Bestatigung in einer erneuten Betrachtung von (5). Diese 
Gleichung laBt sich nimlich in der folgenden Form schreiben: 


il dV\2 
Ap = 9 @ (45) ? 
wobei die Lange d, die folgende Bedeutung hat: 


d, =| F(Re) d. (20) 


Diese Linge d, mufs physikalisch offenbar als die schon 6fter erwahnte Entfernung gedeutet 
werden, auf die sich Stérungen von der Wandéffnung her noch bemerkbar machen. Weiter unten 
wird gezeigt werden, daB in unserem Fall F(Re) ~ 1/1600 war und daher d, ~ d/40 ~ 1mm. 
Die Durchmusterung der in Ziff. 7 mitgeteilten Versuchsergebnisse mit Zuckerlésung ergab, daB 
fir alle vorkommenden Re-Zahlen und alle untersuchten Durchmesser d, nie wesentlich gréRer 
als 1 mm war. Hiernach diirfte klar sein, da auch bei turbulenter Stré6mung im Versuchsrohr 
der fiir den Fehler wesentliche Vorgang sich in dem vorwiegend laminaren, wandnahen Teil der 
Grenzschicht abspielt, so daB bei den Ergebnissen kein Unterschied zwischen laminarer und tur- 
bulenter Rohrstrémung zu erkennen ist. 

In einer zweiten Versuchsreihe wurde die Strémung mit kugelférmigen Trépfchen sichtbar 
gemacht, die auf folgende Weise hergestellt wurden: Nitrozellulose wird in Amylacetat gelist 
und anschlieBend durch Zusatz von Tetrachlorkohlenstoff das spezifische Gewicht 1 eingestellt. 
Die so entstandene milchfarbene, wasserunlésliche Flissigkeit wird mit einer Injektionsspritze 
trépfchenférmig in den Zylinder-Innenraum eingefithrt. Nach einiger Zeit wird dann photo- 
graphiert. Bei Wahl einer nicht zu kurzen Belichtungszeit bilden sich die Trépfehen als Striche 
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auf dem Bild ab, deren Lange, dividiert durch die Belichtungszeit, direkt die Geschwindigkeit 
an dem betreffenden Ort gibt. Abb. 11] ist ein Beispiel dafiir. Man erkennt deutlich, daB der 
Strémungsverlauf in dem Zylinder etwa so ist, wie er in Abb. 10 schematisiert dargestellt wird. 
Die auBen vorbeistrémende Fliissigkeit versetzt durch die ubertragenen Schubspannungen die 
Fliissigkeit im Innern in rotierende Bewegung, wobei allerdings nach Abb. 10 klar ist, daf® an der 
Stelle B (Abb. 10) standig neues Fliissigkeitsmaterial von auBen zuflieBt, das am seitlichen Rand 
der Bohrung wieder nach auBen abflieBen muB. Die Geschwindigkeiten in verschiedenen Punkten 

innerhalb des Zylinders liegen bei den in Abb. 11 dargestellten Verhaltnissen zwischen den 
_ Grenzen von etwa 0,1 cm/sec und 0,5 cm/sec. Dies ist aber auch die GréBenordnung der charak- 
teristischen Geschwindigkeit V, = d, dV/dy, die fiir den Fehler der Druckmessung verantwort- 
lich ist. Nach (20) wird namlich 


—— dV 
V.=|F(Re) d ae / F(Re) V,. 


Schatzt man dV/dy fiir unseren Fall aus den bekannten Formeln fiir die laminare Grenzschicht 
an einer ebenen Platte ab und setzt den so erhaltenen Wert in (4) ein, so ergibt sich die Reynolds- 
zahl mit d = 4,8 cm zu 
2 dV 
Re 108, 
y dy 
Wenn man die in Ziff. 7 mitgeteilten Versuchsergebnisse auf so hohe Reynoldszahlen extrapo- 
lieren darf, so ist zu erwarten: 
1 
F( Re) ~ 1600 . 
‘ A : ed CS Lae 
Hiermit und mit dem abgeschitzten Wert von cE: wird 


1 
Va ca cm/sec , 


d.h. V, ist tatsichlich von der GréSenordnung der in dem Loch beobachteten Geschwindig- 


c 


keiten und es leuchtet ein, daB die Fehlanzeige gemaB (5) einfach der mit V, gebildete Stau- 
druck ist: 


(Eingegangen am 29. Oktober 1955.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Ajit Kumar Ray, 43 C Suburban School Road, Calcutta 25, Indien. 
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Optimale Auslegung von Salomon-Schwingungstilgern 


Von P. R. Paslay und A. Slibar 


1. Einleitung. Im Verbrennungsmotorenbau werden haufig in der Kurbelwelle gelagerte 
Rollkérper zur Tilgung der erzwungenen Drehschwingungen und Erzielung gleichmaBigen Laufes 
verwendet. Diese Art einer Anordnung heiBt Salomon-Schwingungstilger und hat gegen- 
iiber dem Pendelschwingungstilger gewéhnlicher Bauart den Vorteil geringeren Raumbedarfes. 
Eine solche Vorrichtung ist in Abb. 1 schematisch dargestellt. 

Die linearisierte Behandlung des Salomon-Tilgers wurde von Stieglitz! sowie Zdanoch und 
Wilson? durchgefiihrt. Weiter haben verschiedene Autoren das Verhalten des gewohnlichen 
Pendel-Schwingungstilgers untersucht, indem sie diesen entweder als mathematisches*® oder 
physikalisches* Pendel betrachteten. Slibar und Desoyer® haben gezeigt, da beim Pendel- 
Schwingungstilger trotz Einhaltung der sogenannten ersten Abstimmbedingung bei ungiinstiger 
Kombination der Parameter des Systems unerwiinschte Resonanz auch im konstruktiv erreich- 
baren Gebiet auftreten kann. 

Es wird haufig vorgeschlagen, die Behandlung des Salomon-Schwingungstilgers unter Zu- 
grundelegung der Bewegungsgleichungen des gewohnlichen Pendel-Schwingungstilgers, jedoch 
mit Beniitzung einer ,,Ersatzmasse“, durchzufiihren. Der Vergleich der Bewegungsgleichungen 
der beiden Anordnungen zeigt jedoch, daB dies keine befriedigende Lésung liefern kann, da bei 
der nichtlinearisierten Behandlung der beiden Anordnungen in den beiden Gleichungsgruppen 
charakteristische Terme mit entgegengesetztem Vorzeichen auftreten. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Lésung der nichtlinearisierten Bewegungsgleichungen des 
Salomon-Schwingungstilgers mit Hilfe des Iterationsverfahrens bestimmt. Es zeigt sich, daB 
durch Einhaltung einer ,,ersten Abstimmbedingung“ die Amplitude des Gliedes erster Ordnung 
in einem dimensionslosen Parameter zum Verschwinden gebracht werden kann. Ferner zeigt die 
Rechnung, da, entsprechend dem Verhalten des gew6hnlichen Pendel-Schwingungstilgers, kein 
absolutes Minimum der relativen Winkelgeschwindigkeitsschwankung als Funktion der Masse 
des Tilgungskérpers existiert. Die nichtlinearisierte Behandlung liefert eine weitere Beziehung 
zwischen den Parametern des Systems, welche zur Erzielung méglichsten Gleichlaufes fiir die 
Bestimmung der giinstigsten Kombination der freien Parameter innerhalb der konstruktiven 
Grenzen verwendet werden kann. 


2. Die Bewegungsgleichungen. Der Rechnung liegt eine Anordnung gemaB Abb. 1 zugrunde. 

Die Kurbelwelle besitze die Masse M), das Tragheitsmoment J, um die Drehachse und das 
Tragkeitsmoment Js um die zur Drehachse parallele Schwerachse durch S. In dieser Schwung- 
masse sei der Tilgerkérper von der Masse m und dem Tragheitsmoment J, um seine Symmetrie- 
achse, auf seiner Rollbahn vom Halbmesser r + e gelagert. Der Mittelpunkt der kreiszylindri- 
schen Rollbahn befinde sich im Abstand R von der Drehachse. Die Bedeutung der weiteren Be- 
zeichnungen geht aus Abb. 1 hervor. 


Auf die Schwungmasse wirkt ein a4uReres Drehmoment 
M=M-+AM-sinvagt, (1) 


von dem der konstante Betrag M zur Aufrechterhaltung der konstanten mittleren Winkelge- 
schwindigkeit w) der Anordnung gegen die Arbeitswiderstande abgespalten werde. Weiter be. 


\ A, Stieglitz, Beeinflussung von Drehschwingungen durch pendelnde Massen, Diss. Dresden, 1937. 

2 R. W. Zdanoch und T. S. Wilson, Proc. Inst. Mech. Eng., London, 143 (1940), S. 182. 

8 E.S. Taylor, J. Soc. autom. Engr. 38 (1936), S. 81; O. Krémer, Z. VDI 82 (1938), S. 1297, Z. VDI 83 
(1939), S. 901; W. Schick, Ing.-Arch. 10 (1939), S. 303; A. Kimmel und L. Lutzweiler, Ing.-Arch 12 (1941), 
e ae : a ee ie Centrifugal Pendulum Dynamic Damper, SAE-War Engr. Board, N. Y., 1945 

; 34. KR. LE. Crossley, J. Appl. Mech., Paper No. 52 APM 17, Paper No. 52 F 11; K.D bar, 
Ing.-Arch. 21 (1953), S. 208. ae: Oe ae 

4 F. Séchting, Berechnung mechanischer Schwingungen, S. 261, Wien 1951; A. Slibar und K. D 
Ing.-Arch. 22 (1954), S. 36; A. Slibar und K. Desoyer, Osterr. Ing.-Arch. 7 (1953), 8.309... 

5 A. Slibar und K. Desoyer, Ing.-Arch. 22 (1954), S. 36. 


XXIV. Band 1956 Paslay u. Slibar: Optimale Auslegung von Salomon-Schwingungstilgern 183 


trachten wir den Tilgertrager als unendlich steif, d.h. wir vernachlissigen die Eigendreh- 
frequenzen des Kurbelwellenkérpers!. 
In die Lagrangeschen Gleichungen 


d {oT oT 
dt (35,) bay, = Qp (2) 
fiihren wir als verallgemeinerte Koordinaten die beiden Winkel 


sera eal 
ein, welche bei Zugrundelegung der Bedingung reinen Rollens des Tilgerkérpers auf seiner Bahn 
die Lage des Systems in jedem Augenblick kennzeichnen. 


Wir bestimmen die verallgemeinerten Krifte Q, durch Gleichsetzen der differentiellen Ar- 
beiten 


Q,- dp + Qo dd = (AM siny q) dy. (3) 
Es ergibt sich 
Q,=AM sinvg =AMsinragt, Ones (5 (4) 


Bei Vernachlassigung des Rollkérpergewichtes und von Reibungsgliedern wird unter der 


_ Annahme reinen Rollens die kinetische Energie T des gesamten Systems 


1 : 1 : 1 : ; 
f=—— Js-9° +5 MP P+ yh(o— pay 
+5 m[R? + 2 Recos 3 +e]. G2 +5 mest me (Roos i +0) pd. (5) 


Durch Einsetzen von T und dessen Ableitungen sowie von Q, bzw. Q, = 0 in (2) erhalt man 


| _ die beiden Bewegungsgleichungen des Salomon-Schwingungstilgers in der Form 


[Js+MyP-+J, + m(R? +02 +2Recosd)]¢ 
+ |me(Reos i +e) —* J) i 
—2meRsind-I~—meRsind. 
=AMsinyayt, 
jm e(Reos +e) —— AH +|() J 
+meld+ me Rend j2=0. (6) 


Abb. 1. Schema eines Salomon-Schwingungstilgers. 


Schreiben wir bei Ver- 
wendung der aus Abb. 2 
ersichtlichen Bezeichnun- 
gen zum Vergleich die von 
Slibar und Desoyer? fiir die 
Bewegung des  gewohn- 
lichen Pendel-Schwingungs- 


tilgers gegebenen Beziehun- 


Abb. 2. Schema eines einfach angelenkten Pendel-Schwingungstilgers. 


1 R.Grammel, K. Klotter und K. v. Sanden, Ing.-Arch. 7 (1936), 5. 439. 
2 Siehe FuBnote 5, S. 182. 


Ulss 
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gen an, so lauten diese ‘ 
ees M, 2 + Jy + m(R? + & + 2 Recos 9)] 9+ [me(Reos # + e) + J,]B 
—2meRsind-)g~—meRsind: 0#=AMsiny wot (6’) 
[me(Reos$ +e) +J,] 9 + [J 4 me|]d +meRsind-g?=0. 
Der Vergleich der fiir den Pendel-Schwingungstilger giiltigen Beziehungen (6’) mit dem zum 
Salomon-Schwingungstilger gehdrigen System (6) zeigt, daB die Gleichungsgruppe (6’) durch 
keine Substitution einer fiktiven ,,Ersatzmasse“ in die beiden Gleichungen (6) ibergefiihrt wer- 


den kann. Dies liegt darin begriindet, da® das Tragheitsmoment J, des Rollkérpers um seine 
Symmetrieachse sowohl mit dem Beiwert (— e/r) als auch mit (e/r)? multipliziert aufscheint. 


3. Auswertung der Bewegungsgleichungen. Zerlegt man die Winkelgeschwindigkeit w = Q 
der Schwungmasse in den konstanten Anteil w, und die Stérung Aw, schreibt also 
o=0,+ Ao, 
dann ist wegen ® —0 die GréBe @ durch A@ zu ersetzen. Fiihrt man diese Zerlegung in (6) ein 
und vernachlassigt wie iiblich 4m gegen wy, so nimmt das System (6) die folgende Form an: 


oe 


[Js +M,P+J,4 meno) te Oe 
—2meRa sin}: 3—meRsind: §? =AM siny gt, (7) 
(FZ) + met | I + me Rojsind =o. | 


r 


me (Roos +e) —— Jy) Ads + 


Fihrt man die dimensionslosen Abkirzungen 


me (e—C?r) Js + M2? + m0? r? + m(R® + e?) 
A SS a ae aE eR hb = 
Js si | (8) 
me® (¢2+ 1) me R AM 
a > O= Tk 9 F aaeaee Mt =T | 
mit der Bedeutung C= = 


ein und kennzeichnet man die Ableitungen nach 7 durch einen Strich, so erhalt man aus (7) 
(u eo oes aU +ocos#) 0’ —2osin0:# —osind: mere | 
0 
@ (9) 
(co cos & + A) ae 


tod’ +osind =0. | 


Beriicksichtigt man, daB 9, im Bogenmaf gemessen, praktisch stets kleiner als 1 bleibt und 
verwendet man demgemaB die Entwicklungen 


; 38 le 1 1 o 
BAA eo GS acoso eae ee 
unter Streichung der Glieder hoherer als dritter Ordnung in ? bzw. der Produkte von ? und 


dessen Ableitungen, so gehen nach Elimination yon Aw’ /w, aus der ersten Beziehung (9) die 
beiden Bewegungsgleichungen iiber in die Form 


4,0" bad + 089 + 0,0 + 05.09 + 4,90! =Keinyt | 
AO 08" + 059 $0589 + 4802. | (10) 
0 
Dabei wurden die Abkiirzungen 


a,=(A gy ee) 


QO 


cos ? = 1 — 


Ne cae 
ieee ne ara) 
2 Ato 0) 
a ae Che 8G)? (22) 
i LO Ue) oe ad eo)ke (11) 
Gyre’ oe(ut+2e) oa 


Aso 2iGsolta a 
Oi O)s 


XXIV. Band 1956 Paslay u. Slibar: Optimale Auslegung von Salomon-Schwingungstilgern 185 


und 
See ee i oO o 
Cy Leo? C3 = 6(A+o) 2+)? | i 
picts PUL free OO 
cai A-o’ “4 2(A + o)2 | 
verwendet. 


Fihren wir die Lésung des linearen Anteiles der ersten der beiden Gleichungen (10) 


ii K : 

aan sin Y T (13) 
zur Durchfiihrung des Iterationsschrittes in die nicht linearen Glieder dieser Gleichung ein, so 
erhalten wir bei etwas geinderter Anordnung die Beziehung 


- 3 (a3 —v? ay) + 9? a ; 
a, 0 + 4,9 =|K— hay *Ks|sinyt 


eee Oe oe ‘ a,;— ¥* (a, -+ a5) a3 « 
ees 1G, Faye Ke sin 3 yt. (14) 


Die fiir den stationaren Zustand des Systems giiltige partikulare Lésung lautet 


K _ 3a? &) FH? Os 


v ag 


a i —— 6 
Os E — ra, 4(a,—7? a) | sin )T — 5 (a= Oaial (aeea K?* sin 2yt 
a3 — (a, = as) 36: 
4 [a, — (3)? a,] (a, —9? a,5) K* sin 397. (15) 


Durch weitere Iterationsschritte lieBe sich auf diesem Wege eine beliebig lange Fourier-Reihe 
fiir @(t) bestimmen. 

Setzt man den Ausdruck (15) in die zweite Gleichung (10) ein, so geht diese nach Durch- 
fiihrung einiger einfacher Umformungen, wenn man die Glieder bis einschlieBlich dritter Ord- 
nung im Parameter K beriicksichtigt, nach Integration nach 7 tiber in die Form 


Aw. 1 [ces—r? cy i 3 (ag —v? ay) + v2 a5 ppg , 3(cg—v2% C4) gre 
Wo aa y Be ree te Cy) 4 (a, —v? a,)! K + earay | cosye 
[co — (2 »)? ¢] ae * 
Teg [a, — 20)? ay] (a, — v2 a,)? SRN 
1 {[ee—@G»)? a] [as —v? (a, + 45)] Ea Seeks Bates \ xs 16 
rae 127 [a, — Br)? a] (4, —v? a.) (a,— 2 a,)°| K? cos 37T. (16) 


Diese Lésung fiir die bezogene Winkelgeschwindigkeitsschwankung Aw/wy der Schwung- 
masse ist in ihrer Form analog jener fiir den als physikalisches Pendel aufgefaBten Pendel- 
Schwingungstilger giiltigen Bezichung!. Dabei ist aber zu beriicksichtigen, daB die Groen a; 
und c¢; entsprechend der verschiedenen Zahl von Parametern des Systems vollkommen ver- 
schiedene Bedeutung haben. 

Die Rechtfertigung fiir die Streichung der héheren Potenzen von K in (16) folgt analog wie 
beim gewohnlichen Pendel-Schwingungstilger aus der GriBenabschatzung des dimensionslosen 
Parameters K an Hand von ausgefiihrten Motoren. Je nach Arbeitsdiagramm, Kurbelwellen- 
konstruktion und Drehzahl der Maschine ergibt sich K in der Gré®enordnung von 10~° bis 10-°. 

Die Gleichung (16) zeigt, da® das Glied erster GréSenordnung in K durch Einhaltung der 
Bedingung 

Co— vey | —o+v70 ; (17) 
a,—va, (u+20)(—o+ 7 9)—v? (A+ oa) 
zum Verschwinden gebracht werden kann. Diese Beziehung fihrt zur sogenannten ersten Ab- 


stimmbedingung 


Meee B (18) 


ieee ol ea (Sad) 


1 Siehe FuBnote 5 von S. 182. 
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Fiihrt man (18) in (16) ein, so verbleibt bei Vernachlassigung der Glieder dritter und héherer 
. Potenzen in K fiir die bezogene Winkelgeschwindigkeitsschwankung der Ausdruck 


Aw SCs ce Js ere BIDE 
4 la J | | | 2 
2Rm(e—r + RP py (e—C*r + RP —3 = PCr CR e) (19) 


Um méglichst gleichférmigen Lauf der Maschine zu erzielen, haben wir also danach zu 
streben, den Absolutbetrag des Koeffizienten von K* cos 2yt in (19) entsprechend den kon- 
struktiven Méglichkeiten méglichst klein zu machen. Gleichung (19) zeigt, dab dieser Koeffizient 
als Funktion der Masse m des Rollkérpers nur fiir unendlich groBen Tilger verschwindet. 

Die Beziehung (19) zeigt jedoch weiter, da 


é unendlich groBe Amplituden (Resonanz) trotz Ein- 
x haltung der ersten Abstimmbedingung eintreten, 
16 wenn die Beziehungen : 
ey (e—C?r-+ R) =0 (20) 
oder 
4 
8 : 2 Ry 
62 + 1 (e C r + ) 
é Jo pape 2 
a a —3 a ate egy eee) = Oe 421) 
4 5 
he Soe ce see ieee roman, efiillt sind. 
aceh Oe das Pian ax peers min Bei Beriicksichtigung, daB wir (19) unter Ein- 


haltung der ersten Abstimmbedingung fiir den 
Salomon-Schwingungstilger erhielten, verbleibt nach Elimination von R aus (20) bei Beschran- 
kung auf kreiszylindrische Tilgerkérper (¢? = 1/2) die Beziehung 


24+3%——=0. (22) 


Diese stellt fiir die Amplitude des Termes doppelter Winkelgeschwindigkeit die Resonanzlinie 
dar; sie ist in Abb. 3 gezeichnet. 

Die zweite Bedingung (21) hat fiir den praktisch in Frage kommenden Rollkérper kreis- 
zylindrischer Gestalt keine Bedeutung. 

Obwohl der Beiwert von K? cos 27 in (19) lediglich fiir unendlich groBe Rollermasse ver- 
schwindet, so ist es doch méglich, die Amplitude der bezogenen Winkelgeschwindigkeitsschwan- 
kung im Rahmen der konstruktiven Méglichkeiten als Funktion der verbleibenden Parameter 
zu einem Minimum zu machen. Z. B. liefert bei Vorwahl aller Werte auBer R die kubische 
Gleichung 


eEaeretapomtil-e gw 


die optimalen Werte fiir den Abstand R von Schwungmassen-Drehmittel zum Mittelpunkt der 
Rollbahn des Salomon-Schwingungstilgers. 


(Ess) eal Sb ot re 


4. Zusammenfassung. Der Vergleich der Bewegungsgleichungen des Salomon-Schwingungs- 
tilgers mit jenen des gewohnlichen Pendel-Schwingungstilgers zeigt, daB die beiden Gleichungs- 
systeme nicht ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Dies hat zur Folge, da® der Salomon- 
Schwingungstilger nicht, wie haufig angegeben, durch Substitution einer ,,Ersatzmasse“* mit den 
Gleichungen des Pendel-Schwingungstilgers behandelt werden kann. Diese bisher iibliche Art 
der Behandlung kann also nicht als eine Naherungslésung angesehen werden. 

Bei Zugrundelegung eines mathematischen Pendels fiir einen Pendel-Schwingungstilger 
stehen an Veranderlichen drei freie Parameter, namlich die Pendelmasse, die Pendellange und 
die Entfernung des Anlenkpunktes des Pendels vom Wellenmittel zur Verfiigung. Betrachtet 
man den Tilger als physikalisches Pendel, so steht dem Konstrukteur der Tragheitshalbmesser 
des Pendelkérpers als weitere Verdnderliche frei. Fiir die Auslegung eines Salomon-Schwin- 
gungstilgers stehen zur giinstigsten Kombination fiinf Parameter zur Verfiigung, diese sind die 
geometrischen GréBen R, e, t, € und die Masse des Rollkérpers m., 
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Vor Durchfiihrung des Entwurfes fiir einen Salomon-Schwingungstilger mu iiber die zu 

tilgende Ordnung » — nach ausgefiihrter Schwingungsrechnung fiir die tilgerlose Anordnung — 
ein Entscheid getroffen werden. Fir diese gewahlte Ordnung y miissen nun die Parameter R, e 
und ¢ so gewahlt werden, daB die erste Abstimmbedingung (18) erfiillt wird. Die verbleibenden 
Veranderlichen haben dem Zweck zu dienen, den Ausdruck fiir die Amplitude der verbleibenden 
bezogenen Winkelgeschwindigkeitsschwankung entsprechend (19) méglichst klein zu machen. 
| Weiter folgt aus (19), da®B die Frequenz des Hauptanteiles der verbleibenden bezogenen Winkel- 
+ geschwindigkeitsschwankung den doppelten Betrag der Abstimmungsfrequenz hat. 
“Die erste Abstimmbedingung wurde von den linearisierten Gleichungen des Systems ge- 
| liefert. Es zeigt sich, daB sie auch fiir die nichtlinearisierte Behandlung ihre Giiltigkeit beibehalt. 
_ Die nichtlinearisierte Rechnung liefert eine weitere Beziehung, welche zur zweckmaBigen Kom- 
§ bination der verbleibenden Parameter verwendet werden kann. Ferner zeigt sich, daB trotz 
Einhaltung der ersten Abstimmbedingung in den Gliedern mit doppelter Abstimmfrequenz 
Resonanz auftreten kann. 

Falls bei besonders groBen Ausschlagen des Tilgerkérpers Gleiten auf der Rollbahn auftritt 
| so stellt diese dissipative Kraft einen Dimpfungseffekt dar?. 


(Eingegangen am 15. November 1955.) 


» Anschrift der Verfasser: Dr. P. R. Paslay, Asst. Prof. of Mech. Engr., Massachusetts Inst. of Techn., current- 

) ly at General Electric Co., Schenectady, N. Y., USA; Doz. Dr. Alfred Slibar, Technische Hochschule, Wien IV., 

Karlspl. 13; derzeit visiting Fellow of the Foreign Operations Administration, Scientists Research Project, 
Stanford University, Mech. Eng. Dep. 


1 R. E. Gorton, J. Appl. Mech., 20 (1953), S. 142. 
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Zur algebraischen Mafsynthese ebener Kurbelgetriebe 
I. Mitteilung 
Von K.-H. Sieker 


1. Problemstellung. Soll von einer Welle I (Abb. 1) auf eine zur ersten parallelen Welle IT eine 
Drehbewegung in der Weise tibertragen werden, dai der Drehwinkel y der Welle II eine be- 
stimmte gegebene Funktion des Drehwinkels y der Welle I verwirklicht, so kann die Funktion 
iiber einen gréSeren Bereich genau erfullt werden, wenn z. B. Kurvengetriebe in der Form von 
Kurvenscheibengetrieben oder Walzkurvengetrieben verwendet werden. Sollen aber die baulich 
einfacheren, fiir den Betrieb giinstigeren Kurbelgetriebe benutzt werden, so 1aBt sich die Funktion 
nur punktweise erfiillen. Wird im einfachsten Falle ein viergliedriges ebenes Kurbelgetriebe 
(Abb. 2) verwendet, so kénnen von einer Funktion y = f(x) (Abb. 3) héchstens fiinf Punkte 
genau erfiillt werden. Um die Aufgabenstellung auf einfache Zuordnungen zurickzufihren, 
werden die Koordinatenachsen parallel verschoben und durch einen der gegebenen Punkte 
gelegt. Fiir die Koordinatentransformation erhalt man dann die Beziehungen: 


X= My P + Xs (1) 
\p \y y= MY + Yo- (2) 


i an. 


Abb. 1. Drehung zweier Wellen I und II nach einer 
Funktion y = f(¢). 


4 Abb. 3. Darstellung der Funktion y = f(x) bzw. y = SS 
Abb. 2. Gelenkviereck. : und y ste eke pe ba Adalat es 


Dabei sind x) und yy die Koordinaten des neuen Achsennullpunktes; auf der Abszissenachse wird 
m, gm und auf der Ordinatenachse m, y aufgetragen, wobei m, und m, Mafstabskonstanten 
sind. Den vier Punkten 1 bis 4 der Funktion y = f(y) entsprechen dann vier Winkel Q1 bis 4 
der Welle I, denen vier Winkel y, bis y, der Welle II zugeordnet sind. 

Fiir die Lésung des Problems sind geometrische Verfahren bekannt, die auf die grundlegenden 
Arbeiten von Burmester zuriickgehen! und in der Hauptsache von Alt entwickelt worden sind2, 
Diese Verfahren sind von anderen Wissenschaftlern weiter ausgebaut worden® und haben Ein- 
gang in das neuere Schrifttum der Getriebelehre gefunden‘. 

Sind drei Winkelpaare einander zugeordnet, so kénnen die gesuchten Koppelgelenkpunkte 
auf Kurven gewahlt werden, die fiir die Bewegung des Lenkers a relativ zum Lenker b in der 


1 L,. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1888. 
: Fae He sper waMal Mech. 1 (1921) S. 373 und 3 (1923) S. 13. 

- Kraus, Mitt. Techn. Inst. d. chin. staatl. Thung-Chi-Universitat Woosune 2 (1935 5.5. — W. Li 
hae Einfache Konstruktionsverfahren zur Ermittlung der Abmessungen ven Kibe ees ve 
eS ete 408, Berlin 1941. — K. Hain, Feinmech. u. Praz. 49 (1941) S. 219; Getriebetechnik 10 (1942) 

; ie pa chetechail 11 (1943) S. 29; Z. Instrumentenkde. 63 (1943) S. 170; und 64 (1944) S. 96. 
een % tps Synthese der ebenen Gelenkgetriebe, VDI-Forschungsheft 433, Diisseldorf 1952; Konstruktion 6 
e Pe Fda iret S Vomepeehie, Wolfenbiittel 1949; Getriebelehre, Berlin 1951, — 
HH. » Ei e Getriebe, Fussen/ Leipzig 1950. — K. Hai i ‘ 
— R: Beyer, Kinematische Gertchecnitin es Berlin 1953, Or ees Spagna reese te 


/ 
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Getriebesynthese unter dem Namen Mittelpunkt- und Kreispunktkurve bekannt sind. Sind vier 
Winkelpaare gegeben, so sind fiir die Bewegung des Gliedes a relativ zu b die Koppelgelenke durch 
die Burmesterschen Punkte bestimmt. Je nach den vorgegebenen Werten gibt es entweder einen 
Punkt oder drei Punkte fiir jedes Koppeldrehgelenk. 

Riicken in der gegebenen Funktion y = f(x) (Abb. 3) die gegebenen Punkte in unmittelbare 
Nachbarschaft, so da® die Abstande infinitesimal werden, so kann diese Bedingung ebenfalls 
durch Kurvengetriebe erfiillt werden. Riicken zwei Punkte 0 und 1 in infinitesimale Nachbar- 
schaft, so ist damit die Steigung der Kurve an dieser Stelle bestimmt, die sich algebraisch durch 
den Differentialquotienten dy/dx bzw. dy/dg darstellen la8t. Durch drei Punkte, z. B. 0, 1 und 2 
in infinitesimalem Abstand ist die Kriimmung der Kurve an dieser Stelle bestimmt, die auBer 
vom Differentialquotienten 1. Ordnung von dem 2. Ordnung abhangt. Vier Punkte in infini- 
tesimalem Abstand bestimmen die Ableitungen der Veranderlichen bis zur dritten Ordnung und 
fiinf Punkte bis zur vierten Ordnung. 

Ist von einer Funktion die Ableitung bis zur dritten Ordnung an einer Stelle vorgesehen, so 
1aBt sie sich durch die Drehung der beiden Lenker eines Gelenkviereckes verwirklichen, wobei 
die Koppelgelenke auf der Kreisungspunkt- und Angelpunktkurve der Bewegung des Gliedes a 
relativ zu b gewahlt werden kénnen!. Diese beiden Kurven sind hauptsachlich von Griibler naher 
untersucht worden”. Ist die Ableitung bis zur vierten Ordnung gegeben®, so gibt es nach 
den gegebenen Werten einen Punkt oder drei Punkte fiir jeden Koppelgelenkpunkt, die ebenfalls 
Burmestersche Punkte genannt werden, und demnach eine oder drei Lésungen der Aufgaben. 


\) 


\y 
. LLL 


Abb. 4. Sechsgliedrige Gelenkketten. 


In der vorliegenden Arbeit sollen diese Zusammenhange algebraisch in der Gaufschen Zahlen- 
ebene mittels komplexer Zahlen dargestellt werden. Die Verwendung dieses Verfahrens fiir die 
Getriebelehre ist nicht neut und auch in neueren Arbeiten ist von mehreren Autoren dieses Ver- 
fahren angewendet worden®. Mit ihm kénnen komplizierte Beziehungen iibersichtlich mittels 
algebraischer Formeln dargestellt werden, mit denen Berechnungen beliebiger Genauigkeit 
durchgefiihrt werden kénnen. AufSerdem kénnen aus den Formeln weitere Schliisse gezogen und 
damit Erkenntnisse gewonnen werden, die die geometrischen Verfahren nicht geben kénnen. Die 
Zuordnung von vier Winkelpaaren im Gelenkviereck und von vier Winkeln mit vier Langen in 
der Schubkurbel ist nach diesem Verfahren bereits dargestellt worden®. Aber auch bei Vorgabe 
der Ableitungen an einem Punkt der Funktion bis zur vierten Ordnung lassen sich die Abmessun- 
gen des Gelenkviereckes auf diese Weise durch einfache Formeln darstellen. Die Entwicklung 
dieser Formeln wird in dieser Arbeit gegeben. 

Die Kombination von Punkten einer gegebenen Funktion mit endlichem und infinitesimalem 
Abstand, die mit einem anderen Verfahren bisher noch nicht behandelt werden konnte, ist mit 
dem hier angewandten Verfahren — wie gezeigt werden soll — ohne weiteres mdglich. 

Sollen mehr als fiinf Punkte einer Funktion y = f(x) durch Winkelzuordnungen y = f(() 
getrieblich verwirklicht werden, so reicht das viergliedrige Kurbelgetriebe nicht mehr aus. Das 


1 R. Kraus, Feinwerktechn. 58 (1954) S. 186. 

2 M. Griibler, Z. Math. Mech. 37 (1892) S. 35. — R. Miiller, Einfiihrung in die theoretische Kinematik, Berlin 
1932, S. 42. 

3 K.-H. Sieker, Die Technik 3 (1948) S. 170. 

4G. Darboux, Bull. sci. math. astr. 14 (1879) S. 109 u. S. 151. : 

_ 5 E. Hackmiiller, Z. angew. Math. Mech. 18 (1938) S. 252; Ing.-Arch. 14 (1943) S. 141. — W. Wunderlich, 
Osterr. Ing.-Arch. 1 (1947) S. 277 und 4 (1950) S. 3. — R. Bereis, Osterr. Ing.-Arch. 5 (1951) S. 246 und 6 (1952) 
S. 246. 

6 K.-H. Sieker, Winkelzuordnungen am Gelenkviereck, VDI-Berichte Bd.5 Getriebetechnik, Diisseldorf 


1955; Konstruktion 6 (1954) S. 351. 
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zwangliufige Kurbelgetriebe mit der nachsthéheren Gliedzahl ist das sechsgliedrige mit sieben 
Gelenken, dessen Bauformen sich aus zwei verschiedenen sechsgliedrigen Gelenkketten (Abb. 4) 
bilden lassen. Mit diesen sechsgliedrigen Kurbelgetrieben kénnen bis zu zehn Winkelzuord- 
nungen entsprechend elf Punkten einer Funktion verwirklicht werden. Auch hierfiir lassen sich, 
wie in einer II. Mitteilung gezeigt werden soll, mittels der Darstellung in der Gaufschen 
Zahlenebene durch Verwendung komplexer GréBen Formeln entwickeln, mit denen die Abmes- 
sungen des Kurbelgetriebes aus den gegebenen Winkelzuordnungen berechnet werden kénnen. 
Die Formeln haben einen einfachen Aufbau; die Rechnung ist ebenfalls einfach und iibersichtlich, 
aber wegen der Bestimmung hoherstelliger Determinanten zeitraubend, so da® ein einzelner 
Bearbeiter diese Arbeit ohne besondere Hilfsmittel allein wohl kaum bewaltigen kann. Wenn 
aber eine der neueren elektrischen Rechenmaschinen benutzt werden kann, dirfte die Rechnung 
keine Schwierigkeiten machen. 

Damit ermdglicht die algebraische Methode, auf die getriebliche MaBsynthese angewendet, 
die Lésung eines Problems, das bisher nicht gelést worden ist und in der Getriebelehre bisher als 
nicht lésbar galt. Auch das Auffinden des Gelenk- 
viereckes aus neun vorgegebenen Koppelpunkten, 
das bisher nicht méglich war, ist, wie gezeigt werden 
soll, mit dieser Methode durchfihrbar. Die abgeleiteten 
Beziehungen kénnen u.a. ebenfalls fiir die Ermittlung 
sechsgliedriger Kurbelgetriebe aus Winkelzuordnungen 
verwendet werden. 


4i 


St 


Zu 


2. Grundbeziehungen in der Gaufschen Zahlen- 
ebene. Um das Verstandnis fiir das Rechnen mit 
komplexen Zahlen zu erleichtern, sollen zunachst 
einige Grundbezichungen, wie sie sich aus der Dar- 
stellung von Vektoren in der Gaufschen Zahlenebene 
-i ergeben, zusammengestellt werden, von denen dann 

Abb. 5. Planvektor q in der Gaufschen Zahlenebene. in den folgenden Entwicklungen Gebrauch gemacht 
werden soll. 
Werden auf der Abszissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems die reellen und auf 


der Ordinatenachse die imaginaren Zahlen mit der Einheit i = ai aufgetragen, so laBt sich 
ein Planvektor — auch Zeiger genannt — durch eine komplexe Zahl darstellen. Setzt man fir 
die Vektoren deutsche Buchstaben, so erhalt man (Abb. 5): 


=a, tay. (3) 
Hier ist a, der reelle Bestandteil des Vektors a, den man erhalt, wenn man die Lange a des 
Vektors auf die Abszissenachse projiziert. Entsprechend ist a, der imaginaére Bestandteil des 
Vektors a, der sich durch Projektion auf die Ordinatenachse ergibt. Ist « der Neigungswinkel 
des Vektors, den dieser mit der positiven reellen Zahlenachse bildet, so ist 
ap 6.c08 &, (4) 
ay =asing. (5) 
Hierin ist a der Betrag des Vektors qa. Durch Zusammenfassen der beiden Gleichungen (4) und (5) 
erhalt man 


a=Jai+a;, (6) 
tga = a (7) 
Setzt man (4) und (5) in (3) ein, so ergibt sich 
a =a(cos a +1 sin a) (8) 
Unter Beriicksichtigung der Eulerschen Formel 
cosa +isina = e'% (9) 
erhalt man weiterhin: 
C= ae 3 (10) 


Die Gleichungen (3), (8) und (10) sind also die drei Darstellungsformen eines Vektors a. 
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Werden zwei Vektoren a und b aneinandergereiht (Abb. 6), so ergibt sich ein resultierender 
Vektor t aus der Summe der beiden Vektoren a und b: 
Gap pia=t. (11) 


Bezeichnet man entsprechend die Betrage der Vektoren mit a, 6 und r und die Neigungswinkel 
mit a, B und @, so erhalt man die Beziehungen 


a (cosa +i sina) +b (cos f +i sin B) =r (cos 9 +i sing). (12) 
_Es ist also, wenn man die reellen und die imaginaren Bestandteile trennt und jeweils gleichsetzt, 
rcos@ =acos« + bcos, (13) 

rsinog =asina + bsinf. (14) 


Entsprechende Beziehungen gelten beim Subtrahieren. 


fi Yi 


3t 3t 


ai at 


Abb. 6. Addition zweier Vektoren q + 6 =r. Abb. 7. Multiplikation zweier Vektoren q+ § = ¢. 


Auch das Produkt zweier Vektoren a und b (Abb. 7) ist wieder ein Vektor c: 
Cie G- (15) 
Um die GréBe c und Richtung y des Vektors ¢ aus den Bestimmungsstiicken a, b, « und f der 
Vektoren a und 6 zu ermitteln, ist die Verwendung der Darstellungsform (10) vorteilhaft: 


ea~ bh e' ? = ce'”~” (16) 4 
Daraus ergibt sich 
C= aD), CLT) a 
y=a+f. (18) 
Auch die Division zweier Vektoren laBt sich in entsprechender 
Weise darstellen. 
Wird ein Vektor a mit einem Einheitsvektore —e'’, dh. ; 
mit einem Vektor der Linge 1, multipliziert, so ergibt sich 
ae =aet% ef? aeil*t9), (19) : 
{ Der Vektor q ist dadurch um den Winkel gy gedreht worden 
\ (Abb. 8). os 
| Der zu einem Vektor konjugierte Vektor hat den konjugiert- Pe So ent ele 
» komplexen Wert, d.h. sowohl die reellen als auch die imaginaren ae ate): 


Bestandteile sind gleich groB, die reellen Bestandteile haben auch 
das gleiche Vorzeichen, die imaginaren Bestandteile dagegen haben entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Der zum Vektor a konjugierte Vektor soll @ geschrieben werden; sein Wert ist 
3 é; ad =a,—ta, =a(cosa —i sina) =ae'*, (20) 
Der Vektor @ hat dieselbe Lange wie sein konjugierter Vektor a, sein Neigungswinkel « ist da- 
gegen negativ, wenn der des Vektors a positiv ist (Abb. 9). 
Sowohl die Summe als auch das Produkt zweier konjugierter Vektoren ergeben Vektoren mit 
- reellen Werten: 
ee eee ae a: (2 


as @eata e'@ a e 1% =a". (22) 
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Die Differenz zweier konjugierter Vektoren ergibt einen Vektor mit imaginarem Wert: 

a—a=a, +iay—a, +i ay =1 2a,. (23) 
Der Quotient zweier konjugierter Vektoren ist ein Vektor, dessen Lange | und dessen Neigungs- 
winkel doppelt so groB ist, wie der des im Zahler stehenden Vektors: 


3i O10 oe gies, (24) 


4) 


Abb. 9. Konjugierte Vektoren: 


ere Abb. 10. Bezeichnungen am Gelenkviereck. 


a=—ae%undq=ae 


3. Zuordnung von Winkeln am Kurbelgetriebe mit vier Drehgelenken (Gelenkviereck). Werden 
die Glieder eines Kurbelgetriebes mit vier Drehgelenken als Planvektoren aufgefaBt, so ergibt 
sich mit den in Abb. 10 gewahlten Bezeichnungen die Vektorgleichung 


Gib es On (25) 


Die Drehachse I ist als Schnittpunkt der Achsen der Gaufschen Zahlenebene gewahlt, wobei die 
reelle Zahlenachse durch die Drehachse II und die imaginare Zahlenachse senkrecht dazu verlauft. 


Wird der Lenker a um den Winkel ¢, gedreht, so dreht sich der Lenker b um den Winkel y, 
und der Neigungswinkel der Koppel andert sich um die Grofe €,. Die Vektorgleichung nimmt 
dann folgende Form an: 


@eo fe 4 beret 0e (26) 


Denkt man sich das Getriebe an der reellen Zahlenachse gespiegelt, so erhalt man fiir diese Lage 
die Gleichungen 


a+f—b—1=0, (27) 
Gey ober ber ieee Oe (28) 
Durch Zusammenfassen von (25) bis (28) erhalt man 
f§¥=(1+b—a)(1+5—o)=(1 tbe ”—wew) (1 + ber Ge. *)y (29) 
Nach Auflésen der Klammer und Ordnen der Glieder ergibt sich aus (29) 
a(e”—1) fa(e °*—1)—b(e” —1) = b(e 71) 
a 0 (ee) ee Ge ey en ee (30) 


Bezeichnet man die in den Klammern stehenden Vektoren mit 7y und den entsprechenden Indizes, 
wobei in Klammern dahinter gesetzt wird, von welchen Winkeln % abhangt, so nimmt (30) 
folgende Form an: 


a S.(p) +4 $y) —6F.(y) — bly) +06 Spy) +26 F,(gy) =0. (31) 


Sind drei Winkelpaare P bis ys und y, bis ys gegeben, so erhalt man aus (31) drei Gleichungen 
aa vy = 1 bis 3; bei vier vorgegebenen Winkelpaaren stehen vier solche Gleichungen zur Ver- 
iigung. 


a) Zuordnung von drei Winkelpaaren. Gleichung (31) 1a8t sich wie folgt umformen: 


b [a S(gy) — F.y)] + b [a Fl~y) —F(y)] + la Fly) + aB,(p)] =O. (32) 
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Werden durch Einsetzen von y = 1 bis 3 drei Gleichungen dieser Form gebildet, so erhalt man 
durch ihre Zusammenfassung 


Ailey) — My) «0 Flyy)— Tilly) a Rly) + AF) 
a Sa(py) — Sly) a Saol(vy) — Sa(y) a Be(~) + 1 Sa() =0. (33) 


asa(~y) — aly) 4 Sal~y) — aly) 4 BaP) +4939) 
Die %-Vektoren sind bekannt und lassen sich aus den gegebenen Winkeln 9, y., y3 und yy, 
Wo, W3 bestimmen. Gleichung (33) stellt mit den Vektoren a und @ eine Beziehung dar zwischen 
der Lange des Lenkers a und dem Winkel a seiner Anfangslage. Sie ist eine algebraische Formel 
fiir eine Kurve, die in der Getriebesynthese unter der Bezeichnung ,,.Kreispunktkurve“ fiir die 
Bewegung des Getriebegliedes a relativ zu b bekannt ist. 


Gibt man (31) folgende Form: 
a [6 Sey) + BO] +96 3.ey) + 3M] — [6 Fy) + 6 Fy] = 0. (34) 


so ergibt sich eine zweite dreistellige Determinante fiir den Vektor b: 
Dhoy) +O Sigy +H) > By) + dBW) 
b Seley) + Bel~) OH elvy) + Sal) b Faly) + Fay) | =O. (35) 


b Sslvy) + Bs(P) b Fa(vy) Sta Say) b Ss(p) + 6 Fay) | 


Diese ist ebenfalls ein algebraischer Ausdruck fiir eine Kurve, die unter dem Namen ,,Mittel- 
punktskurve“ der Bewegung a gegeniiber b bekannt ist. 


Zur Bestimmung des Vektors q kann die Determinante in (33) wie folgt umgeformt werden: 
a?ad, —aa? bd, + a? d, —a, db, + 00d; —aad,+0d,—ad,=0. (36) 


Hierin sind 0, bis 0, und die konjugiert-komplexen GréBen D, bis Dy dreistellige Determinanten, 
die nur von den gegebenen Winkeln g, und y, abhangen: 


=| S(ry) S(¢gy) B(e)|, (37) 
dD =|—Sly) Bley) B(@)|> (38) 
db; =|—B.y) B(yy) (P|, (39) 
=| By) Sly) B(Y)I- (40) 


Entsprechend ergibt die Umformung von (35): 
b? bb; — b b? Dg + b? dg — by de + 64d, —bbd, + bd,— bd, =0. (41) 


Hierin lassen sich die dreistelligen Determinanten De bis D, wie folgt darstellen: 


Ds =|H(yy) Spy) S-ly)|, (42) 
dg =(S(—) Blyy) By) (43) 
, =|3.—) Sov) Sy) (44) 
ds =|S(y) Bly) Brly)|- (45) 


Stellt man in (36) den Vektor q nach (8) dar, und setzt man nach (3) fiir die Vektoren Dy =e, 
+id,,, so ergibt sich nach einigen Umformungen die Gleichung unter der Bedingung, dafs 
a + 0 ist , ; 
a® (d,; sina + dy; cos x) + a (2 dye sin cos « + 2 dy2 cos® «6 — dy2 + dy3) 
+ (d,4 sina + dy, cosa) =0. (46) 
Fiir jeden Winkel « kann aus dieser Gleichung (46) die Lange a berechnet werden. Auch diese 
Gleichung stellt die Kreispunktkurve fiir die Lagen von a relativ zu b dar. 
Aus (41) ergibt sich entsprechend 
b? (d,s sin B + dys cos B) + b (2 dx sin B cos B +2 dye cos? B — dy¢ + dy7) 
+ (dy sin B +d, 3 cos B) = 0. (47) 
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Wird fiir einen gewahlten Winkel « aus (46) ein dazugehériger Wert a berechnet, so kann mit 
Hilfe des damit bekannten Vektors q aus (31) der Vektor 6 ermittelt werden: Durch Einsetzen 


zweier Winkelpaare z. B. 71, g2 und y, yz lassen sich 6 und 6 ermitteln. Damit erhalt man nach 
(22) und (24) die Lange b und den Anfangswinkel B des Lenkers 6. 
Aus (31) laBt sich aber auch die Abhangigkeit der beiden Winkel « und f direkt darstellen. 


Gleichung (31) kann in folgende Form gebracht werden: 
i . ai a ee es 2 
a [2 Sue) + BM] —B [F Hw) + Bly] + 36> 5 Gov) + Boew)] = 0. 48) 


Unter Beriicksichtigung von (24) erhalt man hieraus die dreistellige Determinante, deren Wert 
null ist: 


ei? 8 (p) + uy ei? Si) + Bil 2 e20—P) % (py) + Silgy) | 
e2% K(p) + Sap) 7? Si + Saly) e?—*) Sa(py) + Salpy)| =0- (49) 
ef? & (py) + a eB Sa(w) + Fs ( i e?(%—P) Sa(pyp) + Fa(vy) 


kann durch Umformen auf folgende Form gebracht werden: 


Diese Gleichung (49) 
e? 4D, + ea, +e??? Dy + 6. Diy + e!2% e128, + e—i24 28 De + Dig + D 2 = 0. (50) 


Hierin bedeuten 


~— 


Do =|S(~) Sly) SAvy)|, (51) 
Do =|B(P) Sv) B(wy)|, (52) 
du =|Selp) Ty) Blwy)|. (53) 
2 =(S) By) Beep). (64) 


Soll (50) dazu benutzt werden, den Winkel f fiir einen bekannten Winkel « zu berechnen, so wird — 
sie zweckmaBig wie folgt umgeformt: Werden die komplexen GréBen nach (3), (8) und (20) — 
eingesetzt, so ergibt sich nach einigen Umformungen | 


cos 2 B (dx1io + dxi1 cos 2 ~ — dy, sin 2 x) — sin 2 B (dy10 — dy 11 sin 2 « — dy; cos 2 a) | 


+ dyio + d,9 cos 24%—d,9sin2a0—0. (55) | 
Hierfiir wird abgekirzt geschrieben 
D, cos 2 B — D, sin 2B + D3 = 0, (56) 
worin D,, D, und D, Funktionen von a sind. Setzt man 
Di = S sing “und » Dy = S cos. o5 (57) (58) 
so erhalt man | 
ceil aD: 
B = q(sresin +0). (59) ; 
Hierin ist | 
S=/Di +D:, (60) 
und o erhalt man aus der Beziehung 
D 
EN Dp. (61) 


Erstes Zahlenbeispiel. Mit einem Gelenkviereck soll in vier Punkten die Funktion 
y2=2px oder y=V2px (62) | 


verwirklicht werden. Die Gleichung stellt bekanntlich eine Parabel dar (Abb. 11), deren Sym- | 
metrieachse die Abszissenachse ist, wobei p der Parameter der Parabel ist, der den Abstand des _ 
Brennpunktes vom Scheitelpunkt bestimmt. Die vier zu verwirklichenden Punkte sollen durch | 


: : : 3 
folgende Abszissen bestimmt sein: p/2, p, = , 2p. Nach (62) haben die dazugehérigen Ordinaten | 
dann folgende GréBen: p, p /2, Pp /3, 2 p. Nach (1) und (2) ist 

x=mop+% und y=myp+ yo. 
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Werden die Koordinatenachsen fiir gy und y durch den Punkt x, = p/2 und Yo =p gelegt, so 
erhalt man aus (62) 


my +p =|/2p (mo +4). (63) 
Setzt man p=m, + ; 
so erhalt (63) folgende Form: Pine’ ie (x + ) cas . : (64) 


Hierin ist c = m,/m,. Nach (64) ergeben sich 
fiir die gegebenen Punkte 1, 2 und 3 (Abb. 11) 
folgende Winkelzuordnungen, wenn c = 1 
gesetzt wird: - 


| 
Punkt ?, v v, y 
X SON sr 
1 7} 154 3 W2-0) 12,4263 
It It SS 
2 7s 30 | = (V3—1) | 21,9615 
3 =~ | 45 2 
4 | 6 Si 
Zur Berechnung der %-GréBen (30) und 


al 
Abb. 11. Darstellung der Funktion y? = 2 px 


4 4 4 
bzw. y = 3 Der Fe 6° 


(31) werden die Sinus- und Cosinusfunktionen 
der Winkel ¢, bis 3 und y, bis y; in folgenden 


Kombinationen bendtigt: 


Punkt cos Pp, sin 9, cos , sin y, cos(~, —y,) sin(~, —y,) 
U 0,965 9258 0,2588190 0,976573 2 0,2151855 0,998 9913 0,044.9025 
2 0,866025 4 0,5 0,927 4352 0,373 983 8 0,990 1743 0,139 8381 
3 0,707 1068 0,707 1068 0,866025 4 0,5 0,965 9258 0,258 8190 
Daraus ergeben sich nach (9) fiir die %-GréBen folgende Werte: 
Punkt oy) Oy (v) O(Pv) 
1 —0,0340742 + 10,2588190 —0,023 4268 + 10,2151855 —0,0010087 + 10,0449025 
2 —0,133 9746 + 70,5 —0,072 5648 + 10,373 983 8 —0,009 8257 + 101398381 
3 —0,292 8932 + 10,7071068 —0,133 9746 + 70,5 —0,0340742 + 70,258 8190 


Zur Berechnung der Determinanten 0, bis D,. mit ihren komplexen 7y-Gliedern werden diese 
zweckmaig in Determinanten mit reellen Gliedern umgewandelt nach folgender Beziehung: 


D =d, tid, =|a,, +i-ay, by, +t by, Epp ne Cys s (64/1) 
dy, = |Azy bey Cey |—| Oey by» Cyy|— | yy Ba» Cyy| —|Ayv Byy Cus] » (64/2) 
dy = |dy, Bey Coy |+| Gey byy Ces] + | Gey bev Cyy| —| ayy byy ey] « (64/3) 


Sind die Glieder einer Spalte konjugiert-komplex zu den Gliedern einer zweiten Spalte, so ver- 
einfachen sich die Beziehungen wie folgt: 


0 =d, 47i'd, = lees +4 Gy, Gey—t ayy dg, +4 b,,| 5 (64/4) 
d, == 2 |@x» ayy b, | ’ (64/5) 
Dp ay yo. Bol (64/6) 
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Fiir die Determinanten D, bis ), nach (37) bis (40) ergibt sich danach 
D, = dei fi dy; =—2dyig + U2 dyia, (64/7) 


D. = deo +i dy2 = (deza — du2s — Ix20 — wad) +t (dy2a + dy2n + dy2-—dy2a), (64/8) 
D3 = dx3 +1 dy3 Sx (dx2a ae dx2b ae dx2¢ ates 2d) +1 (dyoa -- dy2p ast dy2¢ =f dy2a) ’ (64/9) | 


Ds = deg +1 dy4 = 2 dyag—t 2 dy ta. (64/10 
Aus der Zahlenrechnung erhalt man fiir die Determinanten folgende Werte: 


def 152,8041> 1058 dyiq = + 6,390834- 10-8, 


dz2q =— 3,462640- 10-°, dy2q = — 0,3765 ee 
dp =— 158,997 -10-°, dy25 = + 139,170 - 10-8, 
dye, = 051132) 10-25 dy2, = — 78,6987 - 10~*, 
d,24 = + 357,039 - 10°°, dy2qa = + 262,310 - 10°, 
dy4q == — 134,355 ‘- 10-®, dy4q =— 185,251 - 10°. 


Damit ergibt sich 
Omer 
10-5, 


D, = (—305,608 +i 12,7817 
D, = (202,218 1 202,216 


) : 
) . 
ds = (—518,786 +1 479,802) - 10-%, 
bd, = (—268,710 +% 370,502) - 


19-©, 


Abb. 12. Darstellung der Funktionen a = f(x) fiir das erste Zahlenbeispiel (Mittelpunktkurve). 


Zur Darstellung der Funktion a = f(a) nach (46) ergibt die Rechnung folgende Werte: 


a d,.j sina + dyy cos & d,9 gin 2a + dyg cos 2a + dy3 d,.4 sin + dy4 cos & a, ay 
0 4 12,782 +271,586 +370,502 —1,4287 —20,288 
30 —141,734 + 203,568 +186,509 —0,635 47 + 2,071 74 
60 —258,273 -+405,784 — 47,459 +0,12726 + 1,443 88 
90 —305,608 + 682,018 —268,710 -+-0,51100 + 1,72068 
120 —271,055 --+756,036 —417,961 +0,759 81 + 2.02942 
150 —163,874 +553,820 —455,219 +1,41143 + 1,96812 
180 — 12,782 +277,586 —370,502 +1,4287 -++ 20,288 
Fir den Verlauf der Kurve a = f(x) (Abb. 12) sind noch folgende GréBen besonders kennzeich- 
nend: Fiir « = 2,40° wird d,, sina + dy, cosa =0. Hierfiir ergibt sich dann a, = —1,3732 


und a, = 00. Fir « = 54,04° wird d,4 sina + dy4cosa =0. Damit wird a, =0 und a, = 


+ 1,46064. Fir x = 96° ergibt die Rechnung a, = + 0,55501 und a, = 1,80268. Der Wert fiir — 
a, entspricht dem im spateren zweiten Beispiel errechneten fiir vier gegebene Winkelzuordnungen. — 
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Als Beispiel fiir « = 120° und a = 0,75981 ist aus (32) durch Einsetzen der Winkel y, und y, 
bzw. g, und y, der Vektor b berechnet worden: 6 = — 5,38108 +1 0,615569. Mit Hilfe von (6) 
und (7) ergeben sich dann b = 5,41620 und B = 173,47°. In Abb. 13 ist das Kurbelgetriebe mit 


diesen GréBen und die Funktion Wr =f (~x) dieses Getriebes im Vergleich zu der gegebenen Para- 
belfunktion dargestellt. 


b) Zuordnung von vier Winkelpaaren. Wie gezeigt wurde, kann bei der Vorgabe von 
drei Winkelpaaren P1 bis pz und y, bis ys eine der vier GréBen a, x, b oder f frei gewahlt werden. 
_ Wird noch eine viertes Winkelpaar y, und y, vorgegeben, so sind die Groen zur Bestimmung 


Abb. 13. Gelenkviereck nach dem ersten Zahlenbeispiel fiir ~ = 120°. 


des Gelenkviereckes eindeutig bestimmt. Gleichungen fiir ihre Bestimmung kénnen aus (31) ent- 
wickelt werden. (Hier wird der Entwicklungsgang etwas anders durchgefihrt als in dem Aufsatz 
in FuBnote 6 von S. 189. Zu diesem Zweck wird der Gleichung (31) folgende Form gegeben: 


b S(y) + 6F.(y) —ab S(ey) —abS,(¢y) =a Bg) +03.(9)- (65) 


Setzt man fiir y = 1 bis 4 ein, so ergeben sich vier homologe Gleichungen, die wie folgt umgeformt 
werden kénnen: 


bb=abd, + ada, (66) 
bb=ad, +ad,, (67) 
abb=ad; +ah, (68) 
Gb =-0-07-- oO 0s (69) 


In diesen vier Gleichungen sind die GréBen D, D,, Dees 0a und ihre konjugiert-komplexen GréBen 
vierstellige Determinanten, die aus den Koeffizienten %,(p), S.(y), S(y) usw. gebildet werden 


dD =(Sy) BY) Bley) (py), (70) 
dD. =|3(y) By) Sey) BAlvy)|- (71) 
db, =(3y) Bly) (Bey) Blyy)|, (72) 
db; =|3.y) B,(y) S(¢) —S.ry)|- (73) 
1, =|3y) By) —B@v) F(¢) (74) 


14 
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Wird (68) durch (67) und (69) durch (66) dividiert, so ergibt sich 


m abs + ad, (75) 
A Dy nts ad; 

a aguenea aS) (76) 
ad, + a Dd, 


Wird (75) durch (76) dividiert, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von (24) 

(c!2% 5, + by) (62% b, + by) 

(2 , + Dy) C2” dy + Ds) 

Durch Umformen kann diese Gleichung auf folgende Form gebracht werden: 
ef3% by Dy — e134 Dy Dy + ef (Dy Dy +d, Dg — D, Dg) — e—** (De Ds +1 D4— D1 D3) = 0. (78) 

Wird zur Abkirzung 


ei2a _—_ 


(77) 


Dz Da Dae (79) 
Ds Ds + D, dg —d, Ds = Ds (80) 

eingefihrt, so erhalt (78) die Form 
D, -e'3* _, e—*34 1 D, ei — D, ei# ni. (81) 


Fir Auswertungen ist es zweckmabig, (81) mit komplexen GréSen in eine Gleichung mit 
reellen Gré®Ben umzuwandeln. Werden nach (3) und (20) fiir die komplexen Groen De DD,» Dz 
und 9, die reellen Werte D,q, Dya, Dx, und D,, entsprechend den Beziehungen D, = Dea 
+i Dyas Da = Dea—i Dyay Ds = Des +i Dys. D5 =Dzy —iDys eingefihrt, so erhalt man 
unter Beriicksichtigung der Eulerschen Formel (9): 


D,, sin 3-0 + D,, cos3a + D,, sina + Dy, cosa =0. (82) 
Wird 
sin 3a = 3 sina — 4sin® 4 (83) 
und 
cos 34 =— 3cosa + 4 cos? a (84) 


eingefiihrt, so erhalt man nach einigen weiteren Umformungen die Gleichung 
(D5 — Dya) tg3 a + (Dy, — 3 Dy) tg? o + (Des + 3 Dea) tg oo + (Dys + Dy) =0. (85) 


Aus dieser kubischen Gleichung fiir tg « mit reellen Koeffizienten kann « ermittelt werden. Je 
nachdem ob diese Gleichung eine reelle Lésung oder drei hat, gibt es einen Wert fir « oder drei 
Werte.- 


Aus (76) ergibt sich fiir 


i2a a 
rape tea LEY (86) 
eb, + De 
Der Vektor b kann dann nach Gréf8e und Richtung aus (66) ermittelt werden 
ad, + ad. : 
be rt Oy (87) 


wobei sich die Lange b und der Ausgangswinkel f nach (6) und (7) ergeben. Ausgehend von (31) 


1aB8t sich mit entsprechenden Formeln der Lésungsgang auch so entwickeln, daB sich zundchst B 
und 6 und dann q und a ergibt. 


Zweites Zahlenbeispiel. Gegeben ist wie im ersten Zahlenbeispiel die Gleichung 


m a 7 ; 
y=//% (p+ 3)—2 [siehe (64)], 
der die Gleichung 


y =/2px 
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mit p =m, /6 zugrunde liegt. Wird zu den drei Winkelpaaren des ersten Beispiels noch ein 
viertes 


m=z wd yy =F (Y5—1) 


(Punkt 4 in Abb. 11) hinzugefiigt, so ergeben sich folgende Zuordnungen: 


Fak. % > | Vy Vy 
| 
1 is 15 = (V2—1) | 12,4263 
; 2 + 0 1e eV 3)) | 21,9615 
3 | 2 | 45 = 30 
4 = i} 60 = (V5=1) |. 37,0821 


Zur Ermittlung der %-Vektoren werden die Sinus- und Cosinusfunktionen der Winkel P, bis &4 
und y, bis y, in folgenden Kombinationen bendétigt: 


Punkt cos 7, | sin 9, cos y, sin y, cos(v, —y,) sin(P, — yy) 
1 0,965 9258 0,258 8190 0,976 573 2 0,2151855 0,998 9913 0,044.902 5 
2 0,866025 4 0,500 0000 0,927435 2 0,373 983 8 0,9901743 0,139 8381 
3 0,7071068 0,7071068 0,8660254 0,500 0000 0,965 9258 0,258 8190 
4 0,500 0000 0.866025 4 0,797 7730 0,602 9580 0,921063 4 0,389 412 7 


Daraus ergeben sich fiir die %-Vektoren folgende Werte: 


SS 


Punkt 0p (?) ov) (Pv) 
1 —0,0340742 + 10,2588190 —0,0234268 + 10,2151855 —0,0010087 + 10,0449025 
2 —0,1339746 + 10,5000000 —0,072 5648 + 10,373 983 8 —0,009 8257 + 1 0,1398381 
2 — 0,292 8932 +. 10,7071068 —0,1339746 + 710,5000000 —0,0340742 + 7 0,2588190 
4 —0,5000000 + 10,8660254 —0,202 2270 + 70,602 9580 —0,078 9366 + 10,3894127 


Die Determinanten D, D,, D5, D3 und D, mit den komplexen %-Gliedern lassen sich zwecks ihrer 
Berechnung in Determinanten mit reellen Gliedern umformen. Sind die Glieder einer Spalte 
konjugiert-komplex zu den Gliedern einer zweiten Spalte, so gelten folgende Beziehungen: 


p= d, U dy = |axy ae u Ayy UAxy —t ayy bz, a by, xy oA ? (88) 
d, = 2 |axy ayy bz, ey] ai 2 |axy ayy by» Cx 5 = 2 dea a6 2 dep Y (89) 
dy = 2 |ax,y ayy Des Lois) —2 lax, ayy by» Lig =2 dya —2 dy» . (90) 


Sind die Glieder zweier Spalten konjugiert-komplex zu den Gliedern der beiden anderen Spalten, 


so gilt 


D = |ax,y + ij ayy Axy es ayy bys + i bey by —1 Br = d, lr u dy 9 (91) 
d,, ere 4 |ax, ayy be b,,| ar ELT 4 ds 9 (92) 
d= Os (93) 


14* 
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Mit Hilfe von (88) bis (93) erhalt man 


6 pees (94) 
D, = der tidy; = (2 dai + 2 devi) +4 (2 dyqi1— 2 dys1) ; (95) 
be = dye tidys= (2 dyar—2 desi) + i (2dya1 + 2 dyoi), (96) 
Ds = dex tidys= (2 deas + 2 dyss) +1 (2 dyaz—2 dyb3) (97) 
Dy = deg Li dy4 = (—2 daz + 2 dep) + 1 (2 dya3 + 2 dys3) « (98) 


Die Zahlenrechnung ergibt fiir die Determinanten folgende Werte: 
2 dra1 = + 3,442 9182-10-°, 


2dr es = 0510 OOvane Oats 
2 dya1 = — 0,635 5073 - 10-°, 
2 dyy1 = — 0,008 8945+ 10-8, 


2 deas = + 0,649 933 0- 10-8, 
9 desy = 410,699 1677 1 10-*. 
2dyas = + 0,535 2347. 10-8, 
2 dys3 = — 2,059 1202. 10-* 


und damit 


D = — 0,621 892: 10-6, 
D, = (3,132 850 5 —i 0,626 612 8) - 10-6, 
D, = (3,752 985 9 —i 0,644 401 8) .10-%, 
Dz = (1,349 700 7 + ¢ 2,594 354 9) - 106, 
D, = (0,049 834 7 —i 1,523 885 5). 10-°. 
Nach (79) und (80) ergeben sich fiir die GréBen D, und D, folgende Werte: 
De = Daa +t Dyg = — 0,794 965 7 —7t 5,751 2344, 
Dp = Daz +1 Dys = —1,349 454 9 —i 22,631 1917. 
Damit erhalt (85), die kubische Gleichung fiir tg a, folgende Form: 
tg? a + 9,698 094 tg? « + 6,734 760 tg « + 51,186 616 = 0. 


Die Auswertung dieser Gleichung, die nach dem Hornerschen Schema vorgenommen werden 
kann, fiihrt zu folgender Lésung: 


tgo0 =— 9,554 und damit a = 180° — 84°. 


Die beiden weiteren Lésungen fiir tga sind komplex und deshalb fiir diesen Zweck nicht 
brauchbar. 


Setzt man die errechneten Werte in (86) zur Bestimmung des Vektors a ein, so erhalt man 


— 0,733 4 — 11,294 
— 0,673 + 10,4794 ’ 


a = —0,1856 +71,791. 
GréBe und Richtung des Vektors q ergeben sich daraus nach (6) und (7) zu 
OSSIAN S oy = ON 


Nach (87) ergibt sich dann 
+ 0,9851 —7i1,1138 
—0,6219 : 


b = —1,584 +71,791. 
Die GroBe und die Richtung des Vektors 6 ist dann 
b= 2,391. 6 =1131-52 
In Abb. 14 ist das Getriebe mit den errechneten Abmessungen dargestellt. 


6 = 
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4, Anpassung der Ableitungen von Winkeln am Kurbelgetriebe mit vier Drehgelenken (Gelenk- 
viereck). Von einer Funktion y = f(«) (Abb. 3) sollen an einer Stelle Xo, Yo die Ableitungen erster 
und héherer Ordnung gegeben sein. Es lassen sich dann Kurbelgetriebe finden, die in ihrer 
Winkelabhangigkeit y = f(p) die Funktion an dieser Stelle mit ihren Ableitungen erfiillen. PaBt 
man die Funktion y = f(y) der Funktion y = f(x) bis zur Ableitung dritter Ordnung an, so kann 
eine Gréfe des viergliedrigen Kurbelgetriebes noch frei gewahlt werden. Bei der Anpassung bis 
zur Ableitung vierter Ordnung gibt es entweder drei Lésungen oder eine; eine freie Wahl ist 


|| nicht mehr modglich. Die Darstellung in der Gaufschen Zahlenebene fiihrt auch bei diesem Pro- 


blem zu handlichen Formulierungen. 
Wird (31) nach dy viermal abgeleitet und die Ableitungen der @-Vektoren mit Strichen ge- 


| kennzeichnet, also 


| ; d? oT 
ao — Fg), PO = ¥'@) ww. (99) 


gesetzt, so erhalt man folgende Gleichungen: 
as(v) +43) —bSy) —bF) +26 Fy) 
as (y) +08'(—) —bS vy) —bTy) + 0b Fey) 
ay 
ay 


| 
T 
a! 


(py) =0, (100) 
(py) =9, (101) 
“(yy) =9, (102) 
“(vy) =9. (103) 


| 
I 
a! 


asp) +2 Ae k 
08) + OR) FY) — BF") + 0B Foy) +4 


Abb. 14. Gelenkviereck nach dem zweiten Zahlenbeispiel. 


Leitet man die Saeelaen o-GréBen ab, so erhalt man folgende Beziehungen: Aus 
Fv) =e? —1 und Fy) =e? —1 [siehe (30) und (31)] 


ergibt sich 


oy) =+it-e?, (One a ee (104) 


oy) =—e?, OQ) i= (105) 
op) =— te, B’'() = +ie'*, (106) 
Fp) = + &o "(p= + em”, (107) 
, ad ut . « 
Setzt man a =Pogq - =y"’ usw., so ergibt sich aus 


Sy) =e'v—1 und Hy) =e *v—1 
durch Ableitung 
Vy) =evriy’, | (108) 
"y) = ev (—iy’),| 
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ey) =eiv(—p2 +i"), | (109) 
B"(y) =e (—y? ip"), 

FF’ (y) = ev (— 3 y yr mt yp? +1 py”) 2 | (110) 
XI (w) = iv (— 3 y' yp’ +ips—iy'),| 

Hw) = e'v (yt — 3 y'2®—4y' yp’ — Oip® yp” +iy’”), | (111) 
B"(y) = ete (pt — 3 y'? — 4 yy" + Gi pry” —iy'”) | 


Aus 
S(gy) = ev —1 und F(py) =e" —1 


erhalt man durch Ableitung 


Bey) -ee-nid—y), | mg 
F (gp) =eie—w [—i(l—y’)] | 

8 Gy) Ae es (Uy (113) 
X(oy) =e-i’—w [—(1—y'’? +iy",| 

(py) =F O—Y [By (1—y’) —i—y)—iv"'], | eae 


Bry) =e By" (L—y') tiv) tiv) 
W" (py) = ei (P—y) [dl —wy')4 =e ay!" @ —y’) evens yy” = 61 yl’ (1 —y')? eat yr” : | (115) 


(py) = et) [1 — yt + 4p" —y') — 3 y'®— bi yp" (lL—y’P tiv’), 


a) Anpassung bis zur Ableitung dritter Ordnung. Sind drei Ableitungen gegeben, 
so fiihrt der Entwicklungsgang zu Gleichungen, die den Gleichungen (32), (33), (36) und (46) ent- 
sprechen. Die dreistelligen Determinanten D, bis D, in (36) werden hier aus den Ableitungen der 
@-GréBen gebildet. So ergibt sich z. B. entsprechend Gl. (37) die Determinante D, wie folgt: 


Is (oy) =F (ey) B@ | 
.=/3’" (ov) Bey) BO), (116) 


oy) SF (yy) FY) 
Die Determinanten D, bis D, werden nach (38) bis (40) in derselben Weise gebildet. 

Die Gleichungen (33), (36) und (46) mit dieser Bedeutung der %-GréBen und der Determi- 
nanten D stellen algebraische Ausdriicke der Kreisungspunktkurve der Bewegung vom Getriebe- 
glied a gegeniiber dem Glied 6 dar. Es kénnen die den Gleichungen (35), (41) und (47) entspre- 
chenden Ausdriicke gebildet werden, die die Angelpunktkurve dieser Bewegung algebraisch dar- 
stellen. 


Drittes Zahlenbeispiel. Gegeben ist wie in den ersten beiden Beispielen die Funktion 
y= 2px [siehe (62)] 
und die daraus abgeleitete Funktion 


(v +2 i =2 (¢ th 5 [siehe (64)] 


(siehe auch Abb. 11). Die Winkeldrehung y = f(p) am Gelenkviereck soll der Funktion (64) im 
Nullpunkt so angepafit werden, daB die Ableitungen bis zur dritten Ordnung iibereinstimmen. 


Die erste Ableitung des Winkels y nach dem Winkel ¢ in (64) ergibt, wenn dy/dp =y’ ge- 
schrieben wird 


7 , a4 ip 
2(p +5] =2 ode y= (117) 
es We 
Die zweite Ableitung ergibt 
Wate Ie vr Ke e , 
(v+5)y +py?=0 oder yp Se (118) 
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Die dritte Ableitung ergibt 
a \3 
Tt aa Pel By ” 3 yp’ fe (z) 
Var pene 0 = 0 oder ise hese R a?) 
Te oa (v + 4 
Fir den Nullpunkt wird damit 
ape rc 6 108 
‘r= I , ae ae a ae, 
y'(0) y'(=—*, ya) = 41%. (120) 
Werden diese Werte in (104) bis (115) eingesetzt, so erhalt man folgende Werte fiir die %-GréGen: 
3) ov) &(P y) 
% hash 0+i1 heer or 
Bo | SS) 2a —1-i2 o+i2 
be : 18 : 
e 1 | ee 7 iy 
ut I ie? 


Abb. 15. Darstellung der Kurven a = f(x) und b = f(f) fiir das dritte Zahlenbeispiel (Angelpunkt- und Kreisungspunktkurve). 


Die Berechnung der Determinanten 0, bis D,, die in (37) bis (40) und in abgewandelter Form 
in (121) dargestellt sind, kann wie im ersten Beispiel mit Hilfe von (64/1) bis (64/6) ausgefiihrt 
werden und fihrt zu folgenden Werten: 


108 

Di 05 Dae =a 
108 : . 36 
Ue aa oa | 


Setzt man diese Werte in (46) ein, so erhalt man folgende Lésungen: 
oie? =U) o« = 90° und 270° 

und 

J 


Woes 
~ 6 sing” 


Der geometrische Ort fiir den Endpunkt des Vektors a sind zwei sich senkrecht schneidende 
Geraden: die Ordinantenachse und eine zur Abszissenachse parallele Gerade im Abstande 7/6 
(Abb. 15). Das Geradenkreuz ist eine Sonderform der Angelpunktkurve fiir die Bewegung des 
Gliedes 6 relativ zum Glied a. 

Die dazugehérige Kreisungspunktkurve erhalt man als Darstellung der Funktion 6 = f(f). Zu 
ihrer Ermittlung werden die Determinanten },; bis 0, nach (42) bis (45) mit Hilfe von (64/1) bis 
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(64/6) berechnet. Die Rechnung fiihrt zu folgenden Ergebnissen: 
108 
Ds — 0 5 7 SS ig 


108 : 
Dea De aah 


Werden diese Werte in (47) eingesetzt, so erhalt man folgende Beziehungen fir die Funktion 
be : 

F(B) ae ; 
~ 6 snp cosB* 


b 


Um den Charakter dieser Funktion als dargestellte Kurve erkennen zu kénnen, wird 
bsinB =y und beosB =x 
gesetzt. Die Funktion erhalt damit folgende Form: 
n/6 1 


pee (ye anh 
Ve x 


Abb. 16. Gelenkviereck nach dem dritten Zahlenbeispiel fiir ~ = 90° und a = + 6 


Wird eine Parallelverschiebung der Achsen als Koordinatentransformation mit den Beziehungen 
“Ww — 1s yout 2 9 


durchgefiihrt, so erhalt man nach einigen Umformungen die Beziehung: 


ce Fata 
eee 
Diese Funktion stellt, als Kreisungspunktkurve dargestellt, eine gleichschenklige Hyperbel dar, 


deren Asymptoten die Geraden sind, die sich als Angelpunktkurve ergeben haben (Abb. 15). 

Das Ergebnis des vierten Zahlenbeispiels, in dem aufer den Ableitungen erster bis dritter 
Ordnung auch noch die vierte Ableitung gegeben ist, erfiillt zugleich die Bedingungen dieses 
dritten Beispiels: Die Endpunkte der beiden Vektoren a, und a, liegen auf der Ordinantenachse 
und die Endpunkte der beiden Vektoren b, und b, auf der Hyperbel. 


Abb. 16 zeigt ein Beispiel fiir q =7/3 und 6 =—2-+iz/3. Hierfir ist 6 = 2,2413 und 


6 = 152,36°. AuBerdem ist der Verlauf Ve =f (Yr) des Kurbelgetriebes im Vergleich zur ge- 
gebenen Funktion 


TG mt | 4 

v=\F(o+3)-3 
dargestellt. Da das Ubersetzungsverhaltnis dy/dp =’ = 1 gegeben ist, muf in jedem Fall die 
Koppel parallel zum Gestell liegen. Der Teil der Angelpunktkurye, der durch die Parallele zur 


\ 
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Gestellgeraden dargestellt wird (Abb. 15), fiihrt infolgedessen zu keiner Lésung, weil fiir jeden 
ihrer Punkte der entsprechende Punkt auf der Kreisungspunktkurve im Unendlichen liegt. 


b) Anpassung bis zur Ableitung vierter Ordnung. Soll die Funktion y =f (¢) eines 
Gelenkviereckes (Abb. 10) mit den Ableitungen einer gegebenen Funktion bis zur vierten Ord- 
nung ibereinstimmen, so ist eine freie Wahl einer BestimmungsgréBe nicht mehr méglich. Die 
Abmessungen des Gelenkviereckes ist dann eindeutig bestimmbar, wobei es je nach der GréBe 
der vorgegebenen Ableitungen entweder eine Liésung oder drei Lésungen gibt. Mittels komplexer 
Zahlen der Gaufschen Zahlenebene 1aBt sich das Problem ahnlich darstellen, wie das der Zuord- 
nung von vier Winkelpaaren. 

Bringt man die vier Gleichungen (100) bis (103) in die Form (65), so ergeben sich durch Zu- 
sammenfassen vier Beziehungen, die den Gleichungen (66) bis (69) entsprechen. Die mit D be- 
zeichneten vierstelligen Determinanten werden hier aus den Ableitungen der §-Gréfen gebildet. 
So hat z. B. D, folgende Form: 


sy Fy) Fev Fev) 


a@) Sv) Sov Fev) 
ee zs is ; (121) 
o'y) SY) BS’'ev) Fey) 


eg) FY) Fey) 8") 


Die iibrigen Determinanten 0, bis ), werden entsprechend (72), (73) und (74) in der gleichen Weise 
gebildet. Mit dieser Bedeutung haben die weiteren Gleichungen (78), (85), (86) und (87) auch 
hier Giltigkeit. 

Viertes Zahlenbeispiel. Wird in dem dritten Beispiel als weitere Bedingung die vierte Ablei- 
tung gegeben, so kénnen nach den entwickelten Formeln die Abmessungen des Gelenkviereckes 
bestimmt werden, wobei es drei Losungen geben kann, wenn (85) drei reelle Wurzeln besitzt. 

Wird die vierte Ableitung von (64) gebildet — die erste, zweite und dritte Ableitung sind 
bereits in (117) bis (119) dargestellt — so ergibt sich 


(v wae at Ay’ yl" es 3y'? sei 


Aw’ wy” ote 3 wy’ 15 (Z) 
oder af ee Le oe ee (122) 
ae ( sass 
e4ez ae 
Fur den Nullpunkt ist dann 
wer 3240 
Y (0) ae mm (123) 
Fir die gegebenen Ableitungen im Nullpunkt 
/ ” 6 wr 108 vith 3240 


Prhalt man unter Beriicksichtigung von (104) bis (107), (108) bis (111) und (112) bis (115) folgende 
Werte: 


o() oy) Ory) 

% 04 %1 0 Set On 70 
j nO nO) 

A ta t0 ay <i es 
18 108 108 

ci 0—i1 le ites 
540 .36/, 90 108, . 3240 

30” aT ia ae ne Domare Dom : 0? ae 133 


Mit diesen Gréf®en erhalt die Determinante D nach (70) den Wert null. Ferner wird nach (71) 
bis (74) dy, = dy, = 0 und Dd; = D,. Die Gleichungen (66) bis (69) fithren damit lediglich zu der 
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Beziehung 


ata=0 oder £ = —1 =ei?*, (124) 
a 


Hieraus ergibt sich 
2a=180° und ao =90°. 


Fiir die Ermittlung der tibrigen Bestimmungsgr6Ben des Gelenkvierecks ist diese Entwicklung 
ungeeignet. 


Gibt man (100) bis (103) folgende Form: 
b Ry) +63y) —a*y) —asiy) =ab Filey) +absey) . (125) 
OS (y) +R) —a Bw) —aWy) =ab Blyy) + ab Soy) . (126) 
6 Ry) +R) —a By —IB/ @) =2b Sey) +06 Foy) » (127) 


0 By) + B80") — 0 BY") — 880 @) = 0b BH (yy) + 26 Fwy) . (128) 
so erhalt man durch das Zusammenfassen folgende Beziehungen: 
bb=abd, +abdz, } (129) 
bd=—abd, +abd,, (130) 
ad=—abbd; +abd,, (131) 
abd=abb, +abd;, (132) 


aus denen die Abmessungen des Gelenkviereckes ermittelt werden kénnen. Die Determinanten 


D, D,, Do, D3 und D, haben hier folgende Form: 


d=(Sy) By Boe) By |, (133) 
d =(Siley) By) Bly) Bal) | (134) 
db. =|Siv) Silevy) Bly) Bly) |, (135) 
ds =|Sy) Sly) Bilgy) Bly) |. (136) 
4 =(Siv) Bly) Bly) Bilgy)|- (137) 


Die Berechnung dieser Determinanten, die mit Hilfe von (88) bis (93) durchgefiihrt werden kann, 
fiihrt zu folgenden Werten: 


D =— 218,853 7, 
D, = —261,3702 + 125,394 0, 
Dd. = — 217,5994 + 7 376,1819, 
D3 =— 21,885 37 —i 125,3940, 
D4 = + 21,885 37 + 7 125,3940. 
Wie aus den Werten fiir D, und D4 zu erkennen ist, ist D; = —D,. Damit ergibt aoe aus (131) und 
(132) auch hier die Beziehung 
a+a=0 und damit «= 90° [siehe (124)] 
Wird a = — Qin (129) und (130) eingesetzt, so erhalt man 
bd a(b dy; tps), (138) 
bb =a(bd, —bd,). (139) 


Durch Division dieser beiden Gleichungen und einigen weiteren Umformungen erhalt man die 
Gleichung 


Pala 


Dice 4 oD peee bee (140) 
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Unter Beriicksichtigung von (3) und (9) ergibt sich durch weitere Umformungen die Beziehung 


d,, cos 2B + d,,sin2 B = d,2. (141) 
_ Zur Auflésung dieser Gleichung nach der Unbekannten B wird 
dei 5) sing und d,; = S cos o (142) (143) 
 gesetzt. Dann erhalt man nach Einsetzen in (141): 
1 me Gk 
lig oi (are sin = _— a) : (144) 
Die Werte fiir S und o ergeben sich aus den Beziehungen 
ee d ; 
S=jd2+d, und tgo= aaa (145) (146) 
yl 


Abb. 17. Gelenkvierecke nach dem vierten Zahlenbeispiel. 


Mit Hilfe von (131) und (124) erhalt man dann fir die Lange des Lenkers 


D . 
bi -———. 147 
ed ao eS, fo 


Aus (139) erhalt man weiterhin 
a= mara (148) 
Werden die Zahlenwerte in (144) eingesetzt, so fiihrt die Rechnung zu zwei Werten fir f: 
B, = 180° — 33,47 = 146,53° und Bp, = 7,86°. 
Aus (147) erhalt man dann 
b= 2,499" und b,.= 2,817 5; 
Gleichung (148) ergibt 
a, = 1,1842 und a, = 0,385 48. 
Abb. 17 zeigt die beiden Kurbelgetriebe in der errechneten Bemessung. 


5. Zuordnung von Winkeln und Anpassung ihrer Ableitungen an Kurbelgetriebe mit vier 
Drehgelenken. Wie in vorstehenden Abschnitten gezeigt wurde, kénnen am Gelenkviereck die 
Zuordnung von Winkeln und die Anpassung der Ableitungen von Winkeln mittels ahnlicher 
algebraischer Formeln behandelt werden, wenn man die Darstellung in der Gaufschen Zahlen- 
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ebene wahlt. Eine entsprechende Lésung ist in dieser Darstellungsform auch méglich, wenn die 
Bedingungen kombiniert werden. Mittels geometrischer Verfahren ist eine derartige Aufgaben- 


stellung bisher noch nicht gelést worden. 
Werden vier Bedingungen gestellt, so ist eine GroBe fiir die Bemessung des Gelenkviereckes 


noch frei wahlbar; bei fiinf gegebenen Bedingungen laBt sich das Gelenkviereck in seinen Ab- 
messungen berechnen, wobei es gegebenenfalls drei Lésungen gibt. 


a) Vorgabe von vier Bedingungen. Es sei von einer Funktion y = f(y) gegeben ein 
Punkt 0 (Abb. 3), durch den die Koordinatenachsen hindurchgelegt werden, die erste und 
zweite Ableitung in diesem Punkt und damit die Steigung und Kriimmung der Kurve und ein 
weiterer Punkt 1 der Kurve, dem die zugeordneten Winkel gy, und y, entsprechen. Aus diesen 
gegebenen Bedingungen erhalt man nach (31) und (32) folgende Beziehungen: 


b [a Sey) — Hy)] + bla Kiev) —BW] + Bw +45(M] =0, (149) 
6 [a Be (oy) — KW + bla Koy) —WY] + 6 BO +4 BM] =0, (150) 
6 [a Miley) — Sly] + b [a Flyp) —Fi)] + la Sly) +AB(Y)] =9. = (451) 
Hieraus ergibt sich 
adley) — By) aevy)—Ry) aS) +ad 
asi (oy)— Kv) @Blgyy—Wy) eB + ads] =o. (152) 
atiley) — Ty) aSiey) —Fly) a Fly) + amy) 


Zur Bestimmung des Vektors a wird diese Determinante aufgelést. Die Entwicklung fiihrt auch 
hier auf (36) mit folgender Bedeutung der Determinanten D: 


+ Blvy) + Bley) + Bly) 

n=(+ievy) + hoy) +8), (153) 
ts Si(py) + Silgy) + Bly) 
— Sly) + 3ley) + le) 

db =|— hy) + 3:(ey) + By), (154) 
— ily) + &ilgyp) + oil) 
Sy) + 3lry) + Kil) 

db =|—hwy) + &yy) +BY), (155) 


—Fly) +%¢y) + Bly) 
+Ry) +3Y) + SH) 
mh=|+ eM +%W +6). (156) 
== ily) aim S1(y) ap OilP) 


Gleichung (152) stellt eine Kurve a = f(x) dar. Wird das Koppelgelenk des Lenkers a auf dieser 
Kurve gewahlt, so ergibt sich ein Gelenkviereck, das die gegebenen Bedingungen erfiillt. Aus 
zwei der drei Gleichungen (149) bis (151) ergibt sich der zugehérige Vektor 6 nach Gré8e 6b und 
Richtung f. 

Von den verschiedenen Méglichkeiten fiir die Kombination der Bedingungen soll noch ein 
weiterer Fall gezeigt werden: Es sollen zwei Punkte 0 und 1 einer Funktion und deren 1. Ab- 
leitung in diesen beiden Punkten von dem gesuchten Gelenkviereck verwirklicht werden. Nach 
(31) und (32) miissen danach folgende Beziehungen erfillt sein: 


b [a Sul) — Sily)] + b [a Rov) —Ry)] + [a Rp) + ABH] = 0, (157) 
ba Silpy) — SW] + bla Filry) — HW + [0 Fly) + aFuP)] = 0, (158) 
6 [a Si(~y) — Biy)] + bla Rey) — Fy] + [a Fly) + 2S] = 0. (159) 
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Die Koeffizienten % der Gleichung (159) ergeben sich aus der ersten Ableitung der Funktion 
im Punkt 1, was durch den Index 1 gekennzeichnet ist. 


Die dreistellige Determinante fiir den Vektor q hat hier die Form 


Bal ) 
adi(ry) — ily) a Siloy)— tly) a Sy) + Fly) | = 0. (160) 
adi(ry)— Sy) asev—Ky) aKX@M+tR| 


Die Umformung der Determinante fiihrt zu (36) mit folgender Bedeutung der dreistelligen Deter- 
minanten D: 


+ dole) + Bley) + Sly) 

dD =|+ Silgy) + Blyy) + B(y)|, (161) 
+ Sry) + Rev) + Fy)! 
—y) + ley) + Bly)! 

db =|— ily) + dilvy) + Bi), (162) 


i— Sly) + Bley) + Ble) 
Ds =|— ily) + Siley) + Bie), (163) 


+ Sly) +FBlvy) + Rly) 
b=|+ hy) + Fly) + iY]. (164) 
+hy +34 +2) 


Bei der Kombination gegebener Funktionspunkte und ihrer Ableitungen darf eine héhere 
Ableitung an einem Punkt nur dann gegeben werden, wenn die niederen Ableitungen dieses 
Punktes auch gegeben sind; denn die dritte Ableitung %’’’(y) z. B. enthalt nach (110) nicht nur 


wt 


y’’’ sondern auch y und y”’. 


Fiinftes Zahlenbeispiel. Wie in den vorhergehenden Beispiclen ist die Funktion 


v=Vele+p)-F [siehe (64)] 


gegeben. Mit dem Gelenkviereck soll die erste und zweite Ableitung der Funktion im Nullpunkt 
und der Punkt 3 mit 


3 = 45° und W3 sd 30° 
verwirklicht werden. 


Aus dem ersten und dritten Beispiel kénnen die Werte fiir die @-GréBen entnommen werden: 


o(v) oly) OVP) 
03 — 0,292 893 2 + 70,707 106 8 — 0,133 9746 + 10,5 — 0,034 074 2 + 10,258 819 0 
So 0+i1 O+ 71 0+10 
46 6 
Ay —1+10 ad Ras Or Wire 
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Mit Hilfe von (64/1) bis (64/6) ergeben sich aus (37) bis (40) fir die Determinanten D, bis D4 
folgende Werte: 


bd, =— 0,130 153 8, 
Dd, = — 0,238 435 2 —i 0,098 763 0, 
b, — — 0,362 696 2 + 10,166 9114, 
bh, = — 0,097 5316 +7 0,317 837.2. 


Abb. 18. Darstellung der Kurven a = f(x) und b = f(f) fiir das fiinfte Zahlenbeispiel. 


Zur Darstellung der Funktion a = f(x) kénnen aus (46) folgende Werte errechnet werden: 


a 44 sina +d), cosa | d., sin2a +d), cos 2 td, sy sina td), cos a, a, 
0 0 + 0,068 0 + 0,317 837 2 — 4,674 08 00 

30 — 0,065 076 9 — 0,089 109 3 + 0,226 489 2 — 2,671 87 + 1,302 58 

60 — 0,112 716 4 + 0,009 653 7 + 0,074 453 8 — 0,813 87 + 0,771 04 

90 — 0,130 153 8 + 0,265 5260 — 0,097 531 6 + 0,480 47 + 1,559 62 
120 — 0,112 716 4 + 0,422 635 3 — 0,243 383 4 + 0,710 50 + 3,039 04 
150 — 0,065 076 9 + 0,323 872 3 — 0,324 020 8 + 1,387 02 + 3,589 74 
180 0 + 0,068 0 EO,1Te3 02 + 4,674 08 00 


Wird d,4 sin « + dy4 cosa = 0 gesetzt, so ergibt sich hierfiir ein Winkel « = 72,94°. Aus (46) 
erhalt man dann: a, = 0 und a, = + 0,922 555. 

In Abb. 18 ist die Funktion a = f(a) als Kurve dargestellt. Fir « = 93,9° ergibt die Rech- 
nung a, = + 0,516 738 und a, = + 1,772 595; a, entspricht dem Ergebnis des sechsten Zahlen- 
beispiels, das dort bei Vorgabe einer weiteren Bedingung errechnet ist. 

Zur Ermittlung der Funktion b = f(f) sind die Determinanten D, bis D, nach (42) bis (45) mit 
Hilfe von (64/1) bis (64/6) berechnet worden mit folgendem Ergebnis: 


Ds = + 0,130 153-8, 

De = + 0,368 589 0 + 7 0,098 763 0, 
D, = — 0,362 696 2 —i 0,166 911 4, 
Dg = + 0,704 555 8 —i 0,317 837 2. 
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Durch Einsetzen dieser GréBen in (47) erhalt man eine Formel zur Berechnung folgender Werte: 


B d_,sinB d,,sin2 B+d,, cos 2B+d. d. sin Bd. cos B b, | b, 

0 | 0 | — 0,068 148 4 == 0,317 837:2 — 4,674 08 oo 
15 + 0,033 6863 | + 0,102 914 3 — 0,124 654 8 -|- 0,928 80 — 3,983 87 
30 + 0,065 076 9 + 0,201 677 4 + 0,077 022 9 — 0,446 2 — 2,652 94 
150 + 0,065 076 9 — 0,436 737 2 -+ 0,627 532 9 + 4,627 06 Gare 2,084 07 
165 + 0,033 686 3 — 0,265 6747 +- 0,489 359 6 + 4,954 89 + 2,931 84 

180 0 — 0,068 148 4 + 0,317 837 2 + 4,674 08 co 


Setzt man d,g sin Bf + dys cos B = 0, so ergibt sich der Wert B = 24,28°. Aus (47) erhalt man 
die zugehérigen Werte: b; = 0 und b, = — 3,265 766. 


Wie Gl. (47) zeigt, erhalt man nur jeweils einen Wert fiir b, wenn folgende Beziehung erfiullt ist, 
(dx6 sin 2 B + dy¢ cos 28 + d,7)? —4 (d,s sin B + dys; cos B) (dx sin B + d,g cos) = 0. 
Durch Umformung kann diese Gleichung auf folgende Form gebracht werden: 
tg* B [(dyo — dyz)® —4 dys dyg] + tg? B. 4 [—dx« (dy¢ — dyz) — dys dyg — dys dys] 
+ tg? B- 2 [2 dis — (dys — dyz) (dye + dy7) — 2 (dis dig + dys dys)] 
+ tg B- 4 [d.6 (dy¢ + dyz) — d,s dyg — d,s dys] + (dys + dy7)? —4d,5 dg = 0. 
Werden hierin die Zahlenwerte eingesetzt, so erhalt man 


ig! B + 0,763 717 tg? 6 — 0,718 520 tg? B — 0,219 418 tg 6 — 0,015 678 24 = 0. 


Die Werte fiirtg fi, die die Gleichung vierten Grades erfiillen, kénnen mittels des Hornerschen 
Schemas ermittelt werden: 


tgp, = + 0,7146, B, = 35,55°, 
tg 6; = — 1,2152, B. = 129,45°, 
tg Bs = — 0,1316, Bs = 172,5°. 


Aus Gl. (47) kénnen die zugehérigen Werte fiir b berechnet werden: 
by = 1,412, b, = + 2,725, bs = + 4,913. 


Wie die Darstellung der Funktion b =f(f) in Abb. 18 zeigt, sind zwischen den Winke!n 35,55° und 
129,45° keine Kurvenpunkte vorhanden. Beim Winkel 6 = 172,5° schneiden sich zwei Kurven- 
teile, so da sich dort als Schnittpunkt ein Doppelpunkt ergibt. 

Aus (47) ergeben sich fiir den Winkel 8 = 131,05° die zugehérigen Werte b, = + 3,207 3 und 
b, = + 2,350 8. Der Wert fiir b, entspricht dem Ergebnis des sechsten Zahlenbeispiels, das aus 
anderen Bezichungen ermittelt worden ist. 

In Abb. 19 ist ein Kurbelgetriebe dargestellt, das die gegebenen Bedingungen erfillt. Diesem 
Beispiel sind folgende Zahlenwerte zugrunde gelegt: 


oY, == OY e a = 1,559 6, 
p= 134°, b=2,1676. 


Ferner zeigt das Bild die Abhangigkeit p, = f(x) des Getriebes im Vergleich zu der gegebenen 
Parabelfunktion y = iE (¢ + 4 ; : 

b) Vorgabe von fiinf Bedingungen. Ist noch eine weitere Bedingung in Form eines 
Funktionspunktes oder einer Ableitung gegeben, so ist keine der BemessungsgréBen des Gelenk- 
viereckes mehr frei wahlbar. Wird z. B. der Bestimmung des Gelenkviereckes von einer Funktion 
y =f (eg) der Nullpunkt mit der 1. und 2. Ableitung in diesem Punkt, ein weiterer Punkt 1 und die 
1. Ableitung in diesem Punkt zugrunde gelegt, so verwirklicht das ermittelte Gelenkviereck in der 
Funktion der Winkeldrehung seiner Lenker von der vorgegebenen Funktion die Steigung und 
Kriimmung am Nuillpunkt und den Punkt 1 sowie die Steigung in diesem Punkt. Nach (31) 


- 
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und (65) kénnen folgende, den gegebenen Bedingungen entsprechende Beziehungen aufgestellt | 


werden: 


| 
T 


os 
“<< 
| 
T 


SES eS 
ee 
mS 


| 


by, 
bw 
b ily 
bi 


a 


< 


a 


2 2 p=) =) 
SSeS Sl 


vy) 


PY) 
gy) = 
) 


tae 
ay 
We 
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= a (9) 
= 0 &(¥) 
=a iP) 4 
=a &i(%) 4 


++ 


Ingenieur-Archiy 


+ aR (9) » (165) 
0S (9) » (166) | 
H ati(Y) » (167) 
+ aS, (9) - (168) 


Abb. 19. Gelenkviereck nach dem fiinften Zahlenbeispiel fiir x = 90° und a = 1,56. 


Die Vereinigung dieser Gleichungen fiihrt zu den Beziehungen (66) bis (69) mit folgender Be- 
deutung der vierstelligen Determinanten: 


Do 


+ oly) 
+ Bo(v) 
+ Oily 
+ By 


+ Bly) 
+ Boy) 
oa oily) 
+ iv) 
+ oly) 
+ &(y) 
a Sil) 
+ Fy) 


Ss 
— 
~< 

— 


eal 21 cal gal 
< — 


ra 
ae 
Ss 

— 


+ Boley) 
+ Bo (Py) 
+ Silvy) 
+ &(vy) 


+ Bley 


+ So(py) 


+ Salvy 
+ Belpy 
ate Sly ve 
+ F(yy 


eS 


+ So(ry) 
+ Be (vy) 
+ Filvy) 
+ Bilgy) 


+ Bilgy) 
+ Se (ry) 
aul Suey) 
+ Filvy) 


— Riley) 
— Si (ry) 
— Silvy) 
— Filey) 


(169) 
(170) 
(171) 
: (172) 
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+ Bly) + iy) —Blevy) + Bl) 

_|+&H) +%H) —Kovw) + &@ 73) 
+ hiv) +%y) —hyy) + BM 
+&YM +%%) —BeM +O 


Da die Gleichungen (66) bis (69) auch hier mit der angegebenen Bedeutung der Determinanten 
- Giiltigkeit haben, gelten hierfiir ebenfalls die daraus entwickelten Gleichungen (78), (81), (85), 
(86) und (87). 

Sollen neben der ersten und zweiten Ableitung im Nullpunkt zwei weitere Punkte 1 und 2 
(Abb. 3) entsprechen der Zuordnung 9, y, und Qo, W2 von dem Gelenkviereck Sa, werden, 
_ so ergeben sich nach (31) und (65) folgende vier Gleichungen: 


b Sly) + OI(y) —ab Ki(yy) —Ab Fey) =a Ry) + aR): (174) 
b Sov) + HF (y) —ab Hippy) — 46 Hey) =a BW +a), (175) 
b Sly) + Fly) —0b Filey) —A6Fi@y) =a By) + AHO. (176) 
b Fay) + bSAy) —2b Falyy) —26 Falgyy) =a Faly) + aFa(9)- (177) 


Durch Verbindung der vier Gleichungen (174) bis (177) ergeben sich die Beziehungen (66) bis (69) 
mit folgender Bedeutung der Determinanten: 


+ Ry) +hy) +r) + Bev) 
pee weY) Bo Gp) (PY) BoP) (aa) 
+hy +3~) + Silyy) + %lvy) 
“+ Sly) + Fly) + Fey) + Seley) 
+ By) + Fly) + Bley) + Key) | 
” = ” | 
a = | bale ®o (7) aS Oo (y) ale Wo (PY) ele % ( PY) | (179) 
i+ hi) +hy) + &lyy) + oh (ey) 
+ Be(P) =“ x (y) oie O2(PY) Sia So(~y) | 
+ Ky) + Sly) + Bley) + BRlpv) 
peak Soy) + BP) + Blry) + SolPy). | (180) 
+ ily) + ily) + Silpy) + Silpy) | 
+ %(y) + %(~) + Blyy) + F2(vy) 
+ Sv) +3y) +%&@) —B&lev) | 
oe ae ae Sov) + (vy) — By (ry) . asi) 
als Oily) aig oy) an O1(P) — &ilPy) 
+ hy) +%(y) + (7) —Flvy) 
+ Soy) +8) — Bley) + BP) 
ee + &(y) + Sol) — ev) + KW) ae 
+iy) +%ily) —Biley) + dl%) 
| x o2(/) an Faly) resi OP) = OP) 


Ne) 
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Auch hier fiihrt der weitere Entwicklungsgang, ausgehend von (66) bis (69) mit der in (178) 
bis (182) angegebenen Bedeutung der Determinanten zu (78), (81), (85), (86) und (87), aus denen 
die Abmessungen des Gelenkviereckes berechnet werden kénnen. 


Sechstes Zahlenbeispiel. Von der Funktion 
y=\/F(9+5)-F  fsiche (64) 


(Abb. 11) soll das zu ermittelnde Gelenkviereck die 1. und 2. Ableitung im Nullpunkt, den Punkt 3 


mit g, = 45° und p; = 30° und die erste Ableitung in diesem Punkt verwirklichen. Hierfiir _ 


ergibt sich nach (119) : 
wy, = 0,9" 


Aus (104), (108) und (112) ergibt sich dann 
04(Q) = —sin 45° +i cos 45°, 
O.(y) = (— sin 30° +7 cos 30°)- 0,5, 
O(~y) = (— sin 15° +7 cos 15°)- 0,5. 


Abb. 20. Gelenkviereck nach dem sechsten Zahlenbeispiel. 


Die %-Gré8en erhalten damit fiir diese Aufgabe folgende Werte, wobei die or und %,-GréBen 
dem vierten Beispiel und die %-GréBen dem zweiten Beispiel entnommen werden: 


o(y) Sy) o(vy) 
vo 0 +il 0 cae G ah 
Oo —l1 +70 —l1 —i1,909 859 0 + 71,909 859 
3 — 0,292 893 2 + 70,707 106 8 — 0,133 9746 + 70,5 — 0,034 074 2 + 70,258 8190 
Os — 0,707 106 8 + 10,707 106 8 — 0,25 + 10,433 012 7 — 0,129 409 > + 10,482 962 9 


Aus (169) bis (173) ergibt die Rechnung mit Benutzung von (88) bis (93) fiir die vierstelligen | 


Determinanten folgende Werte: 
D = — 0,775 862- 10-3, 
D; = (+ 18,284 65 —i 1,623 258). 10-3, 
Ds =(+19,06051—i 1,623 258). 10-3, 
Ds =(4+ 2,183 84 +7 10,642 28) - 10-8, 
D4, =(— 0,291 88—i 9,317 84) -10-3, 


| 
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Mit Hilfe von (79) und (80) erhalt man zur Ermittlung des Winkels « fiir die GréBenD, und Dp 
die Werte 


Da = Dea +i Dya = (— 20,688 70 —i 177,129) . 10-8, 
Dp = D,, +4 Dy, = (— 23,067 71 —i 568,285). 10-¢. 
Die kubische Gleichung (85) fiir tg x erhalt damit die Form 
tg? + 15,510 tg? « + 35,785 tg ao + 313,33 = 0. 
Die Auswertung nach dem Hornerschen Schema fihrt zu der Lésung 
. tgae=— 14,531, o« = 180° — 86,06°. 


Die beiden weiteren Lésungen der kubischen Gleichung sind komplex und damit fiir diesen Zweck 
unbrauchbar. 


Aus (86) ergibt die Rechnung fiir den Vektor a 
a = — 0,121 72 +71 1,768 67. 
Damit erhalt man mittels (6) und (7) 
a@=1,7729 und a = 180° — 86,06° = 93,94°. 
Der Vektor b kann mittels (87) berechnet werden 
b = — 1,541,98 +7 1,768 67. 
GréBe und Richtung des Vektors b ergibt sich dann aus (6) und (7) zu 
b = 2,3465 und pf = 180° — 48,92° = 131,08°. 


In Abb. 20 ist das Getriebe in der errechneten Berechnung dargestellt. 


(Eingegangen am 10. November 1955) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. K.-H. Sieker, Berlin-Schlachtensee, Niklasstrafse 62 


ils 
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Die Berechnung des beliebig gestiitzten Durchlauftragers 
nach dem Reduktionsverfahren 


Von S. Falk 


1. Einleitung; Ziel der Arbeit. In der Baustatik pflegt man statisch unbestimmte Tragwerke 
im allgemeinen nach der Eliminationsmethode mit Hilfe sogenannter », Grundsysteme“ zu berech- 
nen: entweder wird das Tragwerk durch Entfernen von Bindungen statisch bestimmt gemacht 
(Kraftmethode), oder durch zusitzliche Bindungen so festgehalten, daf es sich nicht mehr ver- 
formen kann (Deformationsmethode). In beiden Fallen sind die dabei auftretenden ,,uberzah- 
ligen“ Kraft- bzw. Deformationsgré®en aus linearen Gleichungssystemen nach dem Gaufschen 
Algorithmus oder anderen Verfahren (Iteration von Biezeno!, Relaxation von Cross? usw.) zu 
ermitteln. Die Anzahl der Gleichungen, die in einfachen Fallen iibersichtlich gebaut sind (Drei- 
baw. Fiinfmomentengleichungen und andere) wachst mit dem Grade der statischen Unbestimmt- 
heit. 

Nun ist die Einfiihrung eines Grundsystems natiirlich keineswegs zwingend; man kann ebenso 
gut Kraft- und Deformationsgréfen nebeneinander herfiihren, und da dann weder die einen noch 
die anderen aus dem Zusammenhang eliminiert werden, treten auch keine Uberzahligen, somit 
auch keine Gleichungssysteme héherer Ordnung auf; der Grad der statischen Unbestimmtheit 
tritt bei diesem sogenannten ,,Reduktionsverfahren“ iiberhaupt nicht in Erscheinung; wesentlich 
fiir die Berechnung werden vielmehr die topologischen Eigenschaften des Tragwerkes — die sich 
iibrigens auch in den Gleichungssystemen der Eliminationsmethode widerspiegeln —, und zwar 
zeigt es sich, daB man beim durchlaufenden offenen Rahmen, als deren einfachsten Vertreter wir 
den geraden Balken mit n Feldern herausgreifen, auf Systeme von héchstens zwei linearen Glei- 
chungen stoBt. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun einfach gebaute fiinfreihige Matrizen angegeben, mit 
denen sich die Kraft- und Deformationsgré8en eines beliebig starr oder elastisch gestiitzten Balkens 

leicht berechnen lassen. Biege- 
ee 
T-7 


i ds 


steifigkeit EJ und Belastung q 
brauchen nicht konstant zu sein. 
Einzige, auch sonst in der Baustatik 
iibliche Voraussetzung ist, dai 


Za 


ae a4 7 eae samtliche Beziehungen linear sind, 

Qo Be On das Hookesche Gesetz alsoim vollen 
= Pn Umfang giiltig bleibt. An drei Bei- 

Z oe oh spielen wird das Verfahren vor- 


gefiihrt und der Rechenaufwand 
Abb. 1. Beliebig gestiitzter geal hares ei: linken Ende durch eine Einzel- mit dem der Eliminationsmethode 
verglichen. 

2. Der Grundgedanke des Reduktionsverfahrens. Ein beliebig gestiitzter Balken mit n Feldern 
werde am linken Ende durch eine senkrechte Kraft Q) belastet (Abb. 1), dann sind Durchbiegung 
(Verschiebung) w,, Neigung (Drehwinkel) y,, Biegemoment M, und Querkraft Q, am rechten 
Ende eindeutig bestimmt, und zwar als lineare Funktionen von Qo, das heiBt, die Kraft k Q, ruft 
auch die k-fachen Kraft- und Deformationsgr6éBen am rechten Balkenende hervor. Nun denken 
wir uns links aufer Q) nacheinander ein Moment M,, eine Verschiebung w,) und einen Dreh- 
winkel w — alles von beliebiger Grée — , und schlieBlich die iiber den ganzen Balken verteilte 
gegebene Belastung q angebracht: jedesmal sind Kraft- und Deformationsgréen am rechten 
Ende festgelegt. Da nun die vier Konstanten wy, gy, M, und Q) ganz willkiirlich sind, lassen sich 
mit ihnen auch gerade die je nach der Lagerung an beiden Enden vorgeschriebenen zweimal zwei 
Randbedingungen erfiillen, und die eigentliche rechnerische Aufgabe besteht lediglich darin, den 


linearen Zusammenhang zwischen Kraft- und DeformationsgréBen an beiden Balkenenden her- 
zustellen, was zweckmaBig mit Hilfe von Matrizen geschieht. 


1 C. B. Biezenou. R. Grammel, Technische Dynamik, Bd. 1, S. 


280, 2. Aufl., Berlin-Géttingen-Hei 
2 H. Cross, Trans. Am. Soc. civ. Eng. 96 (1932) S. 1. Berlin- Géttingen-Heidelberg 1953. 


Ee 
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Die hier geschilderte Methode ist im Prinzip nicht neu. Sie tritt uns in ihrer einfachsten 
Form schon im Ziehen einer SchluBlinie bei der zeichnerischen Integration entgegen und findet 
sich weiterhin in der gesamten angewandten Physik und Technik, so etwa bei Holzer- Tolle! 
(Schwingungen von Kurbelwellen), H. Herzberger? (Strahlengang durch Linsensysteme) und 
Q. Koiter® (Trager auf elastischen Stiitzen). Besonders in den letzten Jahren wurde der Gedanke 
des Reduktionsverfahrens durch einige, zum Teil voneinander unabhangige Arbeiten immer mehr 
in den Vordergrund geriickt, so vor allem von E. Pestel4 und H. Fuhrke® (Schwingungen von 
Stabwerken) und von W. Schnell® und K. Marguerre’ (Stabilitatsprobleme). Ferner wurde das 
Problem vom Verfasser® ganz allgemein mit Hilfe normierter Fundamentalsysteme von n linearen 
inhomogenen Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit insgesamt m-n Rand- und Ubergangs- 
bedingungen behandelt und schlieBlich von H. Schaefer® von der Jakobi-Hamiltonschen Theorie 
der linearen kanonischen Gleichungssysteme her aufgegriffen, wobei sich unter anderem bemer- 
kenswerte Higenschaften der bilinearen Kovariante ergaben, die sich auch fiir die praktische 
Rechnung heranziehen lassen. 


3. Feld- und Leitmatrix. Die allgemeine Lésung der Biege-Differentialgleichung 
[EJi(xi) w'’(x:)]" = gi(xi) (1) 

im i-ten Felde der Lange 1; = x; — x;_, lautet mitsamt ihren ersten vier Ableitungen 
= 1-wi_31— x 91 + file)» Mia + gi(xi)- Qa + w;(X;) « 
1- m1 —fi(x) > Mia — Bilas) Oper oe Pi( xi) ° 
DS ea Oy + Mj(x,) E 


ll 


— w(x) = pil Xi 
EJ;(x;) w(x) =Mi(x: 


w(xi) = w,(x; 


) 
) 
) 


I 


[ES:(x:) w(x) = Q(x) = 1-Q1+ Q:(x;) Dl is 

[EJi(xi) w(x)" = g(x) = qi): 

Dabei wurde zur Abkurzung gesetzt 

ag ee fede ry 

fe=|ag@ fled=(f@de  eead=[ge sed=[ Ke @ 
f 0 

und : : 

Be ; mw rn : / M,(£) dé eae re 

Q(x): = | g(é)- dé, Mi(x:) = | Guedes — gle) = [ee , —idn) = Jawa. 
3 6 f 0 


Die Vorzeichen sind nach Abb. 2 so gewahlt, da einer positiven Querkraft (einem positiven Biege- 
moment) am rechten Schnittufer auch eine positive Verschiebung (ein positiver Drehwinkel) 
entspricht. Fir x; = 0 verschwinden offenbar samtliche Glieder auBerhalb der Hauptdiagonale 
in (2), und man erkennt, daf die vier willkiirlichen Integrations- 

konstanten w;_), (1, M;_; und Q;_; nichts anderes sind als 6 : ; 
Verschiebung, Dechieakel: Biegemoment und Querkraft an os ( 
der linken Feldgrenze. Die mit dem Zeichen ~ versehenenGrofen M* VQ 


w;, pi, M; und Q; dagegen sind die von der gegebenen Belastung Abb. 2. Vorzeichen der Kraft- und 
y : fs ° fi ionsgréBen. 
im Bereiche 0 < & < x; herriihrenden Anteile. ce aes rc 


Fassen wir nun die fiinf GréBen w, gy, M, Q und 1 zum ,,Vektor“ \) und die Koeffizienten des 
Gleichungssystems (2) zur ,,Feldmatrix‘ 7 zusammen, so la®t sich nach Division der letzten 
Zeile durch q;(x;) anstelle von (2) kurz schreiben: 

(xi) = Gil) Yia- : ; (5) 


1 M. Tolle, Regelung der Kraftmaschinen, Berlin 1921. 


2 H. Herzberger, Strahlenoptik, S. 94, Berlin 1931. 
3 Q. Koiter, De Ingenieur 55 (1940) S.57. Das Verfahren findet sich ausfiihrlich beschrieben und mit 


einem Zahlenbeispiel versehen bei Biezeno-Grammel, Technische Dynamik, Bd. 1, S. 268, 2. Aufl. 
4 E. Pestel, Abh. Braunschweig. Wiss. Ges. 6 (1954) S. 227. 
H. Fuhrke, Ing.-Arch. 23 (1955), S. 329. 
W. Schnell, Z. angew. Math. Mech. 35 (1955), S. 269. 
K. Marguerre, Forschungsbericht auf der GAMM-Tagung 1955 in Berlin. 
S. Falk, Abh. Braunschweig. Wiss. Ges. 7 (1955), S. 74. 
9 H. Schaefer, Vortrag auf dem Mechanik-Kollequium der Niedersachsischen Hochschulen am 3. 12.1955 


in Braunschweig. 


5 
6 
7 
8 
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Setzen wir hier den Wert x; =1; ein, so wird an der rechten Feldgrenze 


(li) = Sih) Yi (6) 


oder auch 
ieee ea (7) 
ea (Lk fll) ll) ll 
0 1 —fi(k) —si(k) (lh) 
RL) S| 0, AOL Lane (8) 
0 0 0 1 0,(1;) 
Te a re 0 1 


Diese sogenannte ,,Leitmatrix“ \’; stellt nach (7) den linearen Zusammenhang zwischen Kraft- 
und DeformationsgréBen an den Feldgrenzen x; = 0 und x; =]; her. Die darin auftretenden, 


durch die Gleichungen (3) und (4) 


KR G(0i) definierten festen Zahlenwerte sind 

— . ie die an die rechte Feldgrenze redu- 

Li Z 7M,(i;) zierten Funktionen q; (Belastung), 

me M,/EJ; (,,konjugierte Belastung’), 


1/EJ; und x;/E J; Man denkt sich 
also das i-te Feld links frei, rechts 


M, JES; a i] eingespannt (Abb.3), tragt die Funk- 
tion qi(x;) in geeignetem MaBstab 
AW; (ti) auf und ermittelt den Flacheninhalt 


Q;(1;) sowie das Moment ersten Grades 


M,(l), entweder rechnerisch oder mit 
Hilfe von Kraft- und Seileck. Ebenso 


EU; i(ti) verfahrt man mit den anderen drei 
Funktionen. Im Gegensatz zum 
L, 77; (ti) Mohrschen Analogieverfahren gibt 


mit vertauschten Auflagern; denn 
samtliche Randbedingungen werden 
i (ti) ja bereits durch die vier freien Kon- 


EG 
ee stanten in (2) erfaBt! 
Z a Hy; (Ui) Falls die Biegesteifigkeit feldweise 


konstant ist, wird nach (3) einfach, 
Abb. 3, Ermittl der benétigten Funkti te durch Reduktion an die rechte O ee . A r 
Sra sina oa Ag ss Peldgrades WPAN eg ata WITS wenn wir der Ubersichtlichkeit halber 


noch den Index i herausziehen, 


1 —l PREJ  B6OES~ wl) 
Tee het AS OE Da oi 0) 
025 0 al l M(l)|, EJ; =konst. (9) 
OS cALO# ede) 1 Q(1) 
lo OLA £10 0 ay 


Die Werte der letzten Spalte dieser Matrix sind fiir die haufigsten Belastungsfalle in der 
Tabelle 1 zusammengestellt. 


4. Die Ubergangsmatrix. Die Matrix © leitet die Werte (w, OM, 0,1) = ) vom linken zum 
rechten Feldrande hiniiber; wie aber geht nun der Ubergang ins Nachbarfeld vonstatten ? Vor- 
erst sei der Balken nach Abb.4 lediglich durch Federn und Drehfedern elastisch gestutzt; deren 
Reaktionen sind dann nach dem Hookeschen Gesetz: 


Q.; =—¢w;, Mc, =—C, Qi (10) 


Die Federkonstanten c,(to/m) und C;,(to m) sind entweder von vornherein gegeben oder aber aus 
anderen mechanischen KenngréBen bei Queranschliissen usw. zu berechnen. Sollten die (Dreh)- 
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Tabelle 1. Belastungsgréfen fiir feldweise konstante Biegesteifigheit EJ. 


Ue rw G ae % ae l 92 
a (, Z b—-+4 d Gi Zz G 
(1) = Pa?/6 EJ Mb?/2 EJ ql4/24 EJ (4.9, + qo) 14/120 EJ 
Pl) = — Pa®/2 EJ —Mb/EJ —ql3/6 EJ —(3 q, + qo) 13/24 EJ 
M(l) = Pa M qi?/2 (2 41 + 42) 2/6 
QQ) = ip 0 ql (a: + 4) 1/2 


federn in der unverbogenen Lage des Balkens nicht selbst entspannt sein, so gilt nach Abb. 5 
anstelle von (10) allgemeiner: 
Q.; SS aa (1; To W;) = —.¢; w; + ¢; W;, Me, = — (; (Qi 4 P;) = — C; Pi Sia C; @;. (11) 


Man braucht also nur die konstanten gegebenen Grifen c; W; bzw. C; @; zur Belastung hinzuzu- 
schlagen und rechnet dann so, als seien simtliche Federn ohne Vorspannung; wir kimmern uns 


daher im folgenden nur noch um die Gleichung (10). 


Abb. 4. Elastische Stiitze mit Feder 
und Drehteder. 


Abb. 5. Elastische Stiitze mit vorgespannten Federn. 

Nun kénnen an einer Feldgrenze auf er den elastischen Reaktionen auch noch andere Kraft- 
und DeformationsgréBen hinzutreten, die wir mit einem ~ versehen wollen. Die Gleichungen 
zwischen den Vektoren 4),(/;) = ;; und 1);.1(0) = i, lauten dann unter Berucksichtigung 


von (10) 
Wi+1 = Wii =r W; 5 
Pi+1 = Pii ar Gi» 
May = — C9: + Mi: + M;, (12) 
Qin. = — Wi; +Q0:+9@,, | 
1 =: 1 
oder kurz 
i} 0 OBO i) 
0 il One Qi | 
Yisi= Ui Yii mit Ul; = Oe Clee 02a, k (13) Abb. 6. Dreifach drehgefedertes 
melts 0 0 1 0; Gerbergelenk. 
0 Ome 0es 0 1 ) 


In das Schema dieser ,, Ubergangsmatrix“ ||; ordnen sich auch allgemeinere Bindungen ein, wie 
etwa das dreifach gefederte Gerbergelenk von Abb. 6. Wie man sich leicht iiberlegt, ist hier 


C; = C;, + C;,, ¢¢ = 0 ferner M; oe (C1 Ci) 0; = 0) and 0; = 0 zu setzen. 
5. Der Zusammenhang von Kraft- und Deformationsgréfen an den Tragerenden. Nach (13) 
und (7) ist nun zunachst 


Dias == 15-5 De, (14) 
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also der Reihe nach eingesetzt 


Dn = US NUE, Nie Cat VE Q, 1 mk Yo (15) 
oe Yn = Bn Yo- (16) 


Und diese Produktmatrix $f, stellt den gesuchten Zusammenhang zwischen Kraft- und Defor- 
mationsgréBen an den Stellen x, = 0 und x, =], her. Man kann %3,, als Leitmatrix eines (ge- 
dachten) Balkens mit nur einem cinzigen Feld ansehen, auf dessen Berechnung somit das ganze 
Problem zuriickgefuhrt ist. 


6. AuBere Randbedingungen. Von den vier willkiirlichen Integrationskonstanten wo, Qo, M, 
und Q, sind, wie leicht einzusehen, stets zwei gleich Null infolge der beiden Randbedingungen 
links; mit den beiden iibrigen, noch freien Konstanten aber lassen sich gerade die beiden Bedin- 
gungen am rechten Tragerende erfiillen. In der Tabelle 2 sind alle vorkommenden Randbedin-: 
gungen zusammengestellt. In Sonderfallen kénnen die (Dreh)federn fehlen, ebenso werden — 
auBer bei der Stiitzung LV — Verschiebungen bzw. Drehwinkel an den Enden in der Regel gleich 
Null sein, doch ist das fiir das Verfahren selbst véllig belanglos. ; 


Tabelle 2. AuBere Randbedingungen. 


III. Senkrech . Frei 
Art der Stiitzung I. Einspannung II. Festes Gelenk fitnine Be Pitter 
Freie Konstan- 
ten am linken My, Qo Por Qo wo, Mo Wos Po 
Ende 
Randbedingen Ww, = const W, = const Pn = const M0 
am rechten Ende Pn = const WY =i) OF 0 Q, = 0 
Zeichnerisches (a ae 8 es eS Wile pas a dt eee 
Symbol 
4 


Damit ist der ganze Rechnungsgang festgelegt, und wir haben nur noch nach der Beschaffen- 
heit der Ubergangsmatrix 1; drei verschiedene Falle zu unterscheiden: 


1. Samtliche SprunggréBen in der letzten Spalte der Ubergangsmatrix sind von vornherein 
gegeben: Balken ohne Zwischenbedingungen. 
2. Kine der Sprunggréfen ist zunachst unbekannt und erst im Laufe der Rechnung zu ermit- 
teln: Balken mit Zwischenbedingungen. 
3. Zwei der SprunggréBen sind unbekannt; der Balken zerfallt dann in zwei voneinander unab- 
hangige Teile. Dieser Fall ist daher fiir das Weitere ohne Interesse. 


7. Der Balken ohne Zwischenbedingungen. Hierzu ist nach dem Vorangehenden kaum etwas 
zu sagen. Da samtliche Elemente der Leit- und Ubergangsmatrizen von Anfang an gegeben sind, 
1aBt sich die Rechnung nach (15) und Tabelle 2 ohne weiteres durchfiihren und bietet keine Beson- 


derheiten. 


8. Der Balken mit Zwischenbedingungen. Wir stellen als erstes die vier uberhaupt méglichen 
Arten von Zwischenbedingungen mit den zugehérigen Sprunggréfen in der Tabelle 3 zusammen. 


Selbstredend kénnen alle diese Bindungen noch mit Federn und Drehfedern versehen sein 


Abb. 6); grundsatzliche Schwierigkeiten treten dabei nicht auf. 


(wie in 


Um nun aus den Bedingungsgleichungen die unbekannten SprunggréBen zu ermitteln, kann 
man drei verschiedene Wege einschlagen: , 


a) Das Ablésen der Konstanten. Soll an der Feldgrenze x; = I;, Xi41 =O die k-te Kompo- 
nente y;x des Vektors t); den festen Wert d; annehmen (man denke zum Beispiel an eine bleibende 
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Tabelle 3. Zwischenbedingungen mit zugehérigen Sprunggréfen. 


coe a a al oe ee ee 

Bezeichung ‘I. Festes Gelenk II. Senkrechte Fithrung III. Gerbergelenk IV. Gabelverbindung 

Bedingung w = const (= 0) y = const (= 0) Vi 0 OF 

SprunggréBe PS : ; as : Ze 
- (neue Konstante) Querkraft Q Biegemoment M Drehwinkel p Verschiebung w 
A 
Zeichnerisches g Wes 
Symbol | W fi ® = 
7 7. 


Stiitzensenkung der Gré8e d;, dann muB die erste Komponente w; = d; sein), so berechnet man 
zunachst y;, als lineare Funktion der beiden bis dahin freien Konstanten A und B: 


Yir=aoA+PB+y=d; 


und kann daraus eine der Konstanten, etwa B, durch die andere ausdriicken. Als Ersatz tritt 
nach Tabelle 3 eine neue freie Konstante (im angenommenen Beispiel die Auflager[ Quer-]kraft 


(17) 


Q;) hinzu, und die Rechnung verlauft mit 4A und Q; weiter wie bisher. Bei mehreren Zwischen- 
bedingungen empfiehlt es sich, eine der beiden Anfangskonstanten aus Tabelle 2 zur Hauptkon- 
stante zu erklaren und diese bis zum Schlu8B beizubehalten, wahrend die Nebenkonstanten 
wieder abgelést werden. 

b) Das abgekiirzte Verfahren. Die unter a) beschriebene Methode laBt sich wesentlich ver- 
einfachen, wenn bereits an der unmittelbar benachbarten Feldgrenze i + 1 infolge der Zwischen- 
bedingung y;1,, —d,+1 eine gerade hinzugetretene neue Konstante (etwa Q;) wieder abgelést 
werden mu. Dann namlich kann man auf deren Berechnung ganz verzichten, sie sich von vorn- 
herein linear zerlegt denken in der Form 


Q; =a,-44+5;-1, 


wo A die Hauptkonstante sei, und die unbekannten Vorzahlen a; und 6; so bestimmen, da die 
Zwischenbedingung in folgender Weise erfiillt wird: 


(18) 


Yinte =O0°- A+ dai =diyi. (19) 


Denn die GréBe von A ist ja noch vollig offen; also mu der Faktor bei A verschwinden (Glei- 
chung fiir a;), der Faktor bei 1 jedoch den Wert d;,; annehmen (Gleichung fiir b;). Sind an allen 
Feldgrenzen des Balkens Zwischenbedingungen vorgeschrieben (wie beim Clapeyrontrager oder 
im Beispiel 3), so laBt sich die ganze Rechnung sogar allein mit der Hauptkonstante bewaltigen, 
und die beiden Randbedingungen rechts sind obendrein entkoppelt. Falls von Interesse, lassen 
sich die unterdriickten Sprunggr6éBen (Nebenkonstanten) nachtraglich leicht ermitteln. 

c) Das erweiterte Verfahren. Fiir manche Zwecke, insbesondere fiir die Programmierung von 
Rechenautomaten, kann es vorteilhaft sein, auBer den beiden Anfangskonstanten auch noch 
simtliche SprunggréBen als Unbekannte bis zum Schlu8 der Rechnung mitzunehmen und dann 
erst die AuBeren Randbedingungen gemeinsam mit den Zwischenbedingungen zu erfiillen. Das so 
entstehende Gleichungssystem hat stets eine Matrix der sogenannten ,, Hessenbergform® (20) 
und ist bequem rekursiv auflésbar: 


(fs higt 0: tO 
Izy hhggIhgg gg 


= (20) 


fe oT obie (67 (Ams OMe 6:6) (0) (MO nO i910) 0 158! 8h 6B. O 
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9. Die praktische Durchfiihrung des Verfahrens. So niitzlich die Trennung in Leit- und Uber- | 
gangsmatrizen fiir rein theoretische Fragen ist, wird man doch vor der eigentlichen Rechnung hl 
das Produkt 11; %; ausmultiplizieren und die grundlegende Gleichung (14) in der besonders fiir 
Rechenautomaten geeigneten Form (21) anschreiben:1 


( ee sesy f g w+w \ (Ee eet) 
OTe alps = Ss Pi Pit) 
0 <2 Cf. Te Cer MAAN Veh eel ii (21) 
—=¢ cl —cf l—cg Q a0 Q; Ona 
eer a0 0 0 1 sival 1 
YU; Ui ee” Serre (14) 


Fiir die Rechnung von Hand aber empfiehlt sich folgendes Schema: 


EE a eS ae ieee Pi+1 

0 0 1 l M Ca M Q M; —G —C = M; +1 . (22) 
0 0 0 1 Q = Q 0; J Qi41 

OO a0 0 ea | | 1 1 


Man setzt also die Federkonstanten c; und C; zunachst gleich Null. Dann unterscheidet sich die 
Produktmatrix ll; 2; von der Leitmatrix {; lediglich durch die fiinfte Spalte, in der jetzt die 
Summen w; + w; usw. auftreten; mit anderen Worten: wir schlagen von Anfang an die Sprung- 
gréBen (*) zu den Belastungsanteilen (~) hinzu, betrachten somit alle an der Feldgrenze selbst 
anzubringenden Kraft- und DeformationsgréBen als zum linken Feld gehérig; die Krafte und 
Momente fiigen sich dann mit a = 0 bzw. b = 0 zwanglos in das Schema von Tabelle 1 ein. Die 
Gleichungen (10) aber erfiillen wir nachtraglich direkt an den bereits berechneten Groen w;+1 
und @j+1, wie in (22) durch die Pfeile angedeutet; der praktische Gewinn gegeniiber (21) ist erheb- 
lich! 

Fur die Zahlenrechnung denken wir uns nun mittels zweier geeigneter VergleichsgréBen 
P* (Kraft) und /* (Lange) alle vorkommenden Werte dimensionslos gemacht, wollen diese jedoch 
nicht durch eine besonders Schreibweise von den wirklichen dimensionsrichtigen GréBen unter- 
scheiden, so daB also Ausdriicke wie gy + 3 M, = 2 P durchaus ihren Sinn haben. Es empfiehlt 
sich im allgemeinen, mit der hundertfachen Belastung zu rechnen und P* = 100 to, /* =1m 
zu wahlen, dann bleiben alle auftretenden Zahlen in verniinftigen Grenzen, und zum SchluB sind 
von samtlichen Kraft- und DeformationsgréBen einfach zwei Dezimalstellen abzustreichen. Bei 
Tragwerken mit lauter gleichen Feldlangen / und Biegesteifigkeiten EJ (und wohl auch sonst) 
werden Kenngréfen und Belastung auf das Tragwerk selbst bezogen, indem man /* =] und 
P* — 6EJ/l? setzt. 

Soll jetzt eine beliebige Matrix § mit einer Reihe von Vektoren {,, Y,... multipliziert werden, 
so schreibt man diese rechts oberhalb von & als senkrechte Spalten hin und genau darunter, 
also rechts neben §, die Produktvektoren § 1,, Rr,...: 


(v1) (Ye) -: =A 

(®) (Kr) (Ky) J 

Jede Komponente z irgendeines der Vektoren Str; ist dann einfach gleich dem skalaren (inneren) 
Produkt aus der links neben z stehenden Zeile von § und dem dariiber stehenden Spaltenvektor 1;. 


Steht eine Rechenmaschine zur Verfiigung, so 1aBt man diese skalaren Produkte im Ergebnis- 
werk auflaufen, und zwar ohne Ablesen und Niederschreiben der Teilprodukte?). 


Nun hat der Anfangsvektor ly in (16) stets die Form 
No = Ary + Bet, +1 ts, (24) 


(23) 


* Diese ausmultiplizierte Form benutzen z. B. E. Pestel, Abh. Braunschweig. Wiss. Ges. 6 (954) iSe22 
und Unger-Schafer, Hausmitteilungen der Remington-Rand-GmbH. Frankfurt/Main, Heft 159, Januar 1954. 
® Einzelheiten dazu bei R. Zurmiihl, Matrizen, S. 256, Berlin, Gottingen, Heidelberg 1950. 
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wo A und B die freien Konstanten nach Tabelle 2 sind. Ziehen wir diese Konstanten nach oben 
heraus und lassen noch sémtliche Pluszeichen zwischen den y; und ihren Produktvektoren Qt 
usw. fort, so hat das gesamte Rechenschema das folgende Aussehen: 


A pie ak 


Eyre ee tee 
fh) (> bi | 
(2) (4) (1) (4) +2 > | (25) 


O65 97 10.4) Ted iayne) 6.8) cayle’ iol idle 10 (eal lWie ie), ag 


(@a) (4) (4) (4) 2 > tn. 


Als erstes werden die Vektoren Yj, Yt), t3 unabhangig voneinander in drei senkrechten Kolonnen 
der Reihe nach mit den Leitmatrizen Ee teen multipliziert (senkrechte Pfeile), wobei die Feder- 
konstanten ¢; und C; (gebogene Pfeile) nebenher mit eingeflochten werden. Rechts unten neben 
&, erscheint dann schlieBlich der Vektor )),, noch zerlegt in seine drei Anteile. Nun bestimmt man 
aus den Randbedingungen am rechten Balkenende die Konstanten A und B, multipliziert mit 
ihnen die ersten beiden Kolonnen und addiert diese nach (24) zur dritten (waagerechte Pfeile), 
womit dann alle Kraft- und Deformationsgréfen zahlen- und dimensionsrichtig in Form der 
Vektoren {), ),,..-, Jn gegeben sind. Jeder der iiberhaupt benétigten, aus den KenngréBen des 
Tragers und seiner Belastung gebildeten Funktionswerte (3) und (4) erscheint in dem Schema (25) 
nur ein einziges Mal an genau vorgeschriebener Stelle, wodurch das Mindestma8 an Schreib- und 
Rechenarbeit gewahrleistet ist. Auch das Vorhandensein von Zwischenbedingungen beeintrich- 
tigt die Geschlossenheit dieser iibersichtlichen Anordnung kaum. Der Vollstandigkeit halber 
bemerken wir noch, daf die ersten beiden Kolonnen allein von den Liangen, Biegesteifigkeiten 
und Federkonstanten des Tragers abhangen, wahrend die dritte Kolonne auferdem eine Funktion 
der gegebenen Belastung ist. Oder 
mathematisch gesprochen: die beiden 
ersten Kolonnen stellen zwei linear un- 
abhangige Lésungen der homogenen, 
die dritte dagegen eine Partikularlésung 


der inhomogenen Differentialgleichung 
(1) dar. Abb. 7. Elastisch gestiitzter Trager mit zwei Feldern. 


Die ganze Rechnung wird mit Hilfe der tiblichen Summenproben dauernd iiberwacht. Eine 
weitere Kontrollméglichkeit bietet die aus irgend zwei linear unabhangigen (und mechanisch 
vertraglichen) Lésungsvektoren der homogenen Gleichung (1) gebildete bilineare Kovariante Bj, 
die, wie H. Schaefer! gezeigt hat, an jeder Stelle des Tragers, also auch an den Feldgrenzen, den 
konstanten Wert Null hat: 


Biz = Wy Qy — wz O, + Y: Mz — G2 M, = 0, | 
era Aes = 4,5 = 0.| 


Greift man daher aus den ersten beiden Kolonnen des Schemas (25) irgend zwei nebeneinander 
stehende Vektoren heraus, so mu die Summe der beiden aus den Zeilen 1 und 4 bzw. 2 und 3 
bestehenden zweireihigen Determinanten verschwinden. Und schlieBlich — eine letzte Kontrolle — 
iiberzeugt man sich nach beendeter Rechnung, ob das aus der gegebenenBelastung und den nun 
bekannten Reaktionen bestehende Kraftesystem im Gleichgewicht ist, wie es sein mu. 


(26) 


10. Beispiele. An drei einfachen, leicht nachzurechnenden Beispielen fiihren wir nun das 
Verfahren praktisch vor. 
Erstes Beispiel. Fiir den elastisch gestiitzten Balken der Abb. 7 sind Querkraft- und 
Momentenverlauf zu ermitteln. Gegebene Werte: 
=1m, EJ,= tm, 4 =20t/m, C,=10tm, P=05t, 


I=2m, EJ, =") tm’, e, = 100 t/m, C, = 0, q=6)t/m, 


= 00.4t/m,—Co 501m. 
1H. Schaefer, a. a. O. 
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Rechnen wir mit der hundertfachen Belastung und wahlen als VergleichsgréBen /* — 1m und 
P* = 100; so wird 


Lots BJ SS PP 1 ee 0,2 Pl, Cy = 0,1 Pt 1 O00 arias 


Lh =21*, EJ, == P* 1*, c, = 1,0 P*/I*, C, =0, 100 ¢ =16 P*/I*, ) 


Cate 0,5 IL, Ca Ole a 
Von jetzt ab benutzen wir nur noch die reinen Zahlenwerte, setzen also 1, = 1, EJ, = 2/3, 
C, =0,5 usw. Damit lassen sich nach (9) und Tabelle 1 die Leitmatrizen 0, und %, mitsamt ihren 
(klein gedruckten) Zeilensummen leicht hinschreiben. Zum Beispiel ist das zweite Element ¢(/,) 
in der fiinften Spalte von \’, nach Tabelle 1, Spalte 3: 


20-9 ee 
Der Anfangsvektor }), ist hier 
Wo Wo 1 \ 0 \ 0 
Yo fo 0 1 0 
Yo =| Mo} =| —So%e = O f+ wy +] —O1] +g +] 0 |-L=wotr + Got, +13 (Lb) 
Oc |e tee ==0,2 0 0,5 
1 1 0 } 0 1 


mit den beiden freien Konstanten wy und q, (Tabelle 2, Spalte IV). Die Pluszeichen lassen wir 
der Einfachbeit halber fort und multiplizieren die drei Vektoren 1,, rf, t3 nacheinander mit der 
Leitmatrix &, (siehe Zahlenschema). Z. B. wird das aus der ersten Zeile von <, und dem Vektor r, 
gebildete skalare Produkt: 1-1—1-0+4 3-0 +4 1-(—0,2) + 0-0 =0,8. Die Summenproben 
sind gut, auch die bilineare Kovariante ist nach (26) gleich Null 


By = Aya + Ao3 = (0,8 +> 0 — 0,2 + 1,3) + (— 0,6: 0 + 0,2- 1,6) =0. 


Beim Ubergang vom ersten ins zweite Feld wird nach (10) w, mit —c, mulitpliziert und zu Q, 
addiert, was der mit —c, = —1 bezifferte Pfeil andeutet. Da die Drehfeder fehlt, ist C, = 0. 
Damit sind Kraft- und DeformationsgréBen an der Stelle x, = 0 unmittelbar rechts von der Feld- 
grenze als Komponenten des Vektors )), bekannt. 

Jetzt bilden wir das Produkt &, )), (z. B. wird die zweite Komponente in der dritten Kolonne: 
0+ 0,5 + 1+ (—1,5) + (—3)- (0,5) + (—3)-0 + (—4)- 1 =—7) und addieren die mit —c, = 
— 0,5 (— C, = — 0,5) multiplizierte erste (zweite) Zeile zur vierten (dritten), womit auch 1), 
ermittelt ist, natiirlich immer noch, wie auch lj) und \), in seine drei Anteile aufgespalten. 

Die Randbedingungen am rechten Balkenende lauten M; = 0, Q, = 0 (Tabelle 2), das sind, 


noch einmal ausfiihrlich hingeschrieben, die beiden im Zahlenschema eingerahmten Gleichungen 
— 4,3 wy + 3,5 9) + 12 = 05) 
0,5 wy 22,40) + 1308) 


(le) 


mit den Lésungen 
lose = 
19-6 7h ae 


Sa eho gee ae = --5,1284". (1d) 


Wy = 


Nun multiplizieren wir die erste Kolonne mit wo, die zweite mit @,, addieren darauf beide zur 
dritten und ziehen die Summen nach rechts heraus (waagerechte Pfeile). So wird etwa die Quer- 
kraft Q, als vierte Komponente von }),: 


Q, = —1- wy) + 1,3 pe + 0 = —1- (—1,3836) + 1,3 + (—5,1284) = — 5,2833 . 


Damit sind die Vektoren fg, ), und )y berechnet. Ihre Komponenten sind der Reihe nach mit I*, 
1, P*1*, P* und 1 zu multiplizieren und auBerdem durch 100 zu dividieren, da wir ja von der 
hundertfachen Belastung ausgegangen waren. Die Dimensionen der Deformations- und Kraft- 
gréBen sind demnach fiir 
Verschiebungen: 1*/100 =1lem, Drehwinkel: 1/100 = 0,01, 
Biegemomente: P*/*/100 =1tm, Querkrafte: P*/100 =1t, 
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Zahlenschema zum 


Beispiel 1 
cease 3.1 =O 
neti G23 } 
|: Root aman a 
Ce a 
lo 0 -0%..0 i} 
1 o —2 0 1 
Rei 2) 3+ 2, 1] 
f enn Pee eee | 
ih Deets. 22 -°S 
Ogbc0e 5 05 1. 6 
lo Or 0. 0. 2h 
1 —!l 1 2 22 


also z. B. unmittelbar 
rechts von der mittleren 
Stutze (x, — 0): 

w, = 6,0601 cm, 


@, = — 0,105356 
= 604°) is 

M, = 1,2896t m, 

6 5.28334. 


Mit den Verschiebungen 
und Drehwinkeln sind 
jetzt nach (10) auch 
die Federreaktionen be- 
kannt, die zusammen mit 
der gegebenen Belastung 
im Gleichgewicht sind, 
wovon man sich leicht 
tberzeugt (Abb.8). Quer- 
kraft- und Momenten- 
verlauf sind nun miuhe- 
los einzuzeichnen (Abb.9 
und 10), auch die Biege- 
linie 1aBt sich mit Hilfe 
der drei berechneten Ver- 
schiebungen und Dreh- 
winkel hinreichend ge- 
nau skizzieren (Abb. 8), 
wenn man sie nicht nach 
Gleichung(2), erste Zeile, 
exakt berechnen will. 


Wo Po 1 
1 0 0 
0 1 0 
01 0 
0 0,5 
S 
e213 0,5 
hom Sars 
E 0.4 0,5 
nae 0+ 1,3  0,5—0,5 
0 1 
0,2 1 
2a 6 
E23 25 
os NaS a eS 
—1 41,5 '13+41,1 16—3 
| 0 0 1 
=9 —0,4 24,5 


Abb. 8. 


Abb. 9. 


Abb. 10. 


> 


> 


——————_~«—C—O.,. .. . a 


—1,3836 

—5,1248 
0,5125 
0,7767 
1 


} 
6,0601 
—10,5356 
1,2896 
—5,2833 
1 


21,4333 
—2,5543 
0,0000 
0,0000 

1 


8, 993568 


10,7166 


12172 


Abb. 8. Biegelinie und Gleichgewichtssystem am ao der Abb. 7. 
Abb. 9. Querkraftverlauf fiir den Trager der Abb 
Abb. 10. Momentenverlauf fiir den Trager der Abb. yi 


Zweites Beispiel. Fir den mit drei Einzelkraften besetzten Trager der Abb. 11 ist die Ein- 
Die eclastische Stiitze c, soll erst nachtraglich eingebaut werden. 


fluBmatrix zu berechnen, 
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Gegebene Werte: 


L=l, EJ,=2EJ, G=0, q¢ =12EJ/*, c, beliebig, ¢, =0, 
L=1,. Ej, =2 bs, G=0> Gleb Go; Cras 


Als VergleichsgréBen wahlen wir /* =] und P* = 12 EJ/l? und berechnen nach (9) die drei Leit- | 


matrizen; z. B. wird das vierte Element der ersten Zeile von ae 


Ih sui, 2) ee ee ee el ae 
OI; “OHy aedechS @ AG. PS) te eee 


Die GréBen 1* und P* lassen wir im Folgenden wieder fort, schreiben also einfach 0,25. Da die 
Krafte P,, P,, P; an den Feldgrenzen selbst angreifen, ist in Tabelle 1, Spalte 1, a = 0 zu setzen. 


Der Anfangsvektor ist wegen wy) = 0, My = 0 (Tabelle 2) 


Pe edie ei) aL 


= 10 | = ea Hy 
0 


Ceeer ls, MV 


seine drei Anteile r,, r, und r, werden ww mit den Leitmatrizen multipliziert, ferner 
sind beim Ubergang vom ersten ins zweite Feld die beiden Federkonstanten c, und C, zu beriick- 
sichtigen. (Die in der Abb. 11 gestrichelt eingezeichnete Feder c, lassen wir vorlaufig fort.) Die 


beiden im Schema eingerahmten Randbedingungen lauten ausfiihrlich 


a ae Qy V2 r 33 


M3; = 0,5 gm +4Q) + 1,5 P, + 0,5 P, == 05} (2a) 
Ox Po a P +- PT + Po") 
Po Qo 1 
Zahlenschema zum 0 0 0 \ 0 \ 
Beispiel 2 il 0 0 chen 
0 0 0 == = 
0 1 0 
| 0 0 1) 
V(t! 3 1 0)\/f—1 1 0 \ ) 0,75 be 125 Ps\ 
Orel e t= Ore) 1 —3 0 a | | | 
07.0 th Ik oeeg) 0—1 1-43 0 —} —l > Y 
OO sanOe alee 0-2 Sie 1e pepe J 
lo Osiris Carrel sal 0 0 1 ) 
Tae 3 1 o) —A, 16 Ee P,+4P,+ 6P,; 
0 1-6 —3 0 | 4 —27 —3P, 
0 0 1 10 0 4 P, =y 
0 O 0 is 2k il 0 ~ | 
lo 0 0 0- 1 0 0 1 ae 
Ys(4 —0,5 1,5 0,250 —5,75 35,5 4 adi 20 His) 1,125 P, +6 P,+10,1875 P; 
0 1—6 —1,5 0 2,9 —51  —10,5 P,—1,5 P, 
0720 if Oo 0 05° ~4 ee > =H 
Ore 0 0 leper e 1 0 P,+ P; 
lo 0 0 Os seagl )\ 0 0 if 1 ) 
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Thre Lésungen sind 
Yo =—(Pi+ P2+ P3), Q =— 0,25 P, + 0,125 P,. (2b) 


Da lediglich die Einflu8matrix gesucht ist, brauchen wir auch nur die Verschiebungen w; als 
erste Komponenten der Vektoren ); zu berechnen, z. B. wird 


W, = — 4 + 16Q, + Pi» =4(P, + P.+ Ps) + 2(—2 P, + Ps) + Py =P, +4P,46P3. 


Damit haben wir die lineare homogene Beziehung zwischen den Verschiebungen und Kraften in 


der Form 


w, O25 e.1 Hee ba 
w, |= |1 7S oc feel 9 Pi (cs 


Ws 1125 101875 Pp 
kurz ) =Ap. 


Abb. 11. Trager mit zwei, bzw. drei Feldern, teils starr, teils 
elastisch gestiitzt. 


Die EinfluBmatrix Q{ ist symmetrisch, wie nach 

dem Satz von Betti-Maxwell zu erwarten war. 

Nun werde nachtriaglich die Feder c, = 8 P/l angebracht. Ihre Reaktionskraft sei F,, also 

hat man jetzt P, zu ersetzen durch P, + F, = P, — f w, = P,— B+ (— 4 Po + 16 Q) + P,). 
Dies in (2a) eingefiihrt ergibt die neuen Randbedingungen 

M; = 0,5 M% +4Q) a 1,5 P, + 0,5 > [P,— B (—4@ + 16 Q) aie P,)| =0, 

Q; = Po So Py-4- [P, — PB (— 4% + 16 Q) + Pi)] + P3=0 


mit den Lésungen 


pete fp) = (14-38) Pr Po (l —2 6) Ps. and ~—8 05=2\P; — Py 2 > (2e) 


Nach einiger Rechnung bekommen wir damit die EinfluBmatrix 


1 ea 


( pie (ees) | 
W* = (A+ BB)/ + 48), il OF 29-5 ) (2f) 
33/2 0" ©1974 


Fir 6 = 0 (fehlende Feder) geht 2{* in Y, fiir 6 + oo (festes Gelenk) in %/4 iiber. 
Drittes Beispiel. Fir das symmetrische Tragwerk der Abb. 12 sind Querkraft- und Mo- 


_mentenverlauf infolge einer bleibenden Senkung der Mittelstiitze zu berechnen. Gegebene 


oO Oe EO 


eerte: 1 — 1,60 m, EJ = 40t m?, C= 100t m. 
K 


t ; 
Ce JUL 
aft 
Abb. 12. Homogenes symmetrisches Tragwerk mit Abb. 13, Linke Hialfte des Tragwerkes der Abb. 12, 
sechs Feldern. schematisch dargestellt, 


“A 


Q, 2, 


Die Drehfederkonstanten (Drehsteifigkeiten) C sind aus den Langen und Biegesteifigkeiten 
der Pfosten nach bekannten Formeln leicht zu berechnen, wir nehmen sie deshalb der Einfach- 
heit halber als gegeben an. Da die Knoten unverschieblich sind und aus Symmetriegriinden in 
der Mitte des Tragers Neigung (Drehwinkel) und Querkraft verschwinden miissen, kénnen wir 
uns auf den dreifeldrigen Balken der Abb. 13 beschrinken. Mit den Vergleichsgré8en /* = | und 
= 2-6 Jil? wird nun 


Rte iP 42 C= 2 P* 1", oder kurz l=—1, BS = 1/2, C=2Z, 


_ womit sich die Leitmatrizen nach (9) leicht hinschreiben lassem, sie stimmen natirlich in ibren 


ersten vier Spalten iiberein. 


Infolge der Bedingungen w, = w, = 0, w; = d = const kénnen wir nach dem abgekiirzten 
Verfahren rechnen; die Sprunggréfen 0, und 0, (hier Auflagerkrafte, Abb. 13) ersetzen wir in 
den Leitmatrizen 2, und %, (nach Tabelle 1 mit a = 0) durch einen *, zum Zeichen dafir, dal 
wir auf ihre Berechnung vorerst keinen Wert legen. Erklaren wir das Moment My zur Haupt- 
konstante und zerlegen die Nebenkonstante Q, (Tabelle 2, Spalte 1) nach (18) in der Form 
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Q) = ay: M, + 6): 1, so wird der Anfangsvektor 


| 
| 


( ( 0 0 0 
o 0 0 0 | 
De = oli M, =]1]-M,+1]0]-1=—Myr, +33. (3a) | 
Qo ay My+ bo sar) by 
1 1 0) 1 
M, 1 
Zahlenschema zum 0 0 \ 0 
Beispiel 3 0 0 il 
| 1 0 | > i | - =o 
EN es ane 0 Sag 
love A ater \ 
Qf Pee S80 0 0 pean 0 
0. Trek oc Ss Terao 1 0 
Case Tee | io org |= ee ls 
Ope e0ny Dame me ieee 0 15 
\ 0 GASTON Oreo | 0 1 ) | ion ) 
g& fl —1 1 1/320 t) 0 | poteeens 0 
i Nae kee We a Pe =e 0 4 pos 
ase yraboaey | Nas ie | 23 ls 
On) M0= Os le eee eee 36 52 
Cin Ow ee0m aC 1) | 0 1 | ) 
[dead eS 0 0 ) pe yt 35/3 
yee eee eek he [ 35 —36] 1. 0 
Qe OIMea Ls, gal \3 teed eee a ls 
02 Alpe Cured eee ear 5K] : 
(0 “omg ceOnMeT Nes So 1 ) \ ) 


Die vierte Komponente des Vektors {)) (die Querkraft Q,) ist also zunachst unbekannt (im Zahlen- 
schema durch eine Punktreihe angedeutet), wird aber sogleich nach (19) aus der Bedingung 
w, = 0+ M, + 0-1 = Oerrechnet, und zwar gibt die erste Zeile von %, mit ry, undr, multipliziert 


Faktor bei Mj: 1:0 —1-0+1-1-+41/3-a4,+0:0=0—> a, =—3,)| 
Faktor bei 1: 1°0—1-+0 41-04 13-5, + 0*1=0—> b= 100) 
Mit dem jetzt bekannten Vektor {), rechnen wir weiter wie sonst. Die vierte Komponente von }), 


1aBt sich wiederum wegen des * aus {, selbst nicht ermitteln (Punktreihe im Schema), wohl aber 
aus der Zwischenbedingung w, = 0- M, + 0:1 = 0, und zwar wird nach leichter Rechnung 


(3b) 


a, = 15, b; = 0. Auch beim nachsten Schritt bleibt die vierte Zeile vorlaufig offen, aus der Be- | 


dingung der bleibenden Stiitzensenkung 
w, =0:M,+6-1=6 mit 6=d/l* 
folgt aber sofort 
1-0—1-(—6)+ 1- (23) + 1/3-a,+0-0=0 > a, =—87, 
1-0—1-0 +1-0 = 1/3- bs 0°16 6, =) 30. 
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Der letzte Rechenschritt verlauft wieder ganz normal. Die Multiplikation mit —C — —2 er- 
sparen wir uns hier, da ja ohnehin ~; = 0 gemacht wird. Aus den im Schema eingerahmten 
Pee ee entnimmt man nun die Konstante M, und die Auflagerkraft K am rechten 
nde: 
Y, = 35 M,—36 =() — Mire 3 0/35.; 
3=—87M,+364+K=0-> K = 1560/35. 


Die erste Kolonne mit M), multipliziert und zur zweiten addiert ergibt die gesuchten Vektoren 
Yo °°" Ys. Deren vierte Komponenten — das sind die Querkrafte unmittelbar rechts von den Feld- 
grenzen — zeichnen wir in Abb, 14 ein und gewinnen daraus die Auflagerkrafte; auch die Reak- 
tionsmomente —C qg; sind nun mit den Drehwinkeln zugleich bekannt. Das gesamte am Balken 
- der Abb. 13 angreifende Kraftesystem ist nach Abb. 15 im Gleichgewicht, was als Schluf- 
kontrolle dient. 

Die maximalen SchnittgréBen treten wie vorauszusehen iiber der Mittelstiitze III auf, und 
zwar wird fiir einen Zentimeter Durchsenkung wegen 


ae d. 0,0) m 1 C 100 t m 100 


= SS a be = 2 ? 
i 160m). 160° 23> 2 isom at 
mit den aus Abb. 14 und 16 abzulesenden Héchstwerten: 
mee eee 52-3100 
Ona 35 ue = 35-160 -3,2 t == (Up ehy/ I | 
as tee ESTER je em Durchsenkung. 
Dies = 29 OR P l — 35-160 -3,2 tM 0,777 t m| 


Zum Schlu8 noch einige Bemerkungen zur Rechenpraxis. Da hier, wie stets bei homogenen 
Tragern, die Leitmatrizen &,, @, und <’; einander gleich sind, werden sie auch nur ein einziges 
Mal aufgeschrieben, und zwar auf nee 
ein bewegliches Blatt, das an den | 
senkrechten Kolonnen  entlang- 
gezogen wird. Zur Lésung der Glei- 
-chungen (3b) usw. lat man auf der 
Rechenmaschine vier Teilprodukte 
auflaufen und dividiert deren Sum- 
me in einem Gang ohne Zwischen- 
- ablesung durch den Faktor bei a; 
bzw. b;. Und endlich erwahnen wir 
noch, daB beim abgekiirzten Ver- 
fahren die durch Stern und Punkt- 
reihe gekennzeichnete Zeile natir- 
lich von der Summenprobe aus- 
geschlossen werden mu, was aber 
deren Wert nicht schmalert. 


11. Rechenaufwand; Vergleich 
mit der Eliminationsmethode. Wir 
gehen zundchst davon aus, dab die 
gesamte Rechnung in Zahlen (nicht 
in algebraischen Ausdriicken) durch- 
gefiihrt wird und fiihren als objek- 
tives MaB fiir den Rechenaufwand 
die Anzahl der Aufschreibungen, 


Additionen (bzw. Subtraktionen) und ee 14. Querkraftverlauf fir den Trager von Abb. 13 baw. 12. 
“eas ‘ Divisionen . 15. Biegelinie und Gleichgewichtssystem am Triger der Abb. 13 bzw 12. 
Multiplikationen (baw. ) Abb. 16. Momentenverlauf fiir den Trager von Abb. 13 baw. 12. 


ein. Da das Aufschreiben und Ad- 

dieren von mebhrstelligen Zahlen gegentiber den Multiplikationen kaum ins Gewicht fallt, 
beschranken wir uns der Einfachheit halber auf diese und vergleichen an ihrer Anzahl das Re- 
duktions- mit dem Eliminationsverfahren!. Beiden gemeinsam ist die Vorbereitung, namlich das 


1 Fin solcher Vergleich wurde fir den Sonderfall des Koiterschen Verfahrens, allerdings ohne exakte Zahlen- 
angaben, auch durchgefiihrt von G. Worch, Bauingenieur 30 (1955) S. 388. 
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Auswerten der Integrale (3) und (4) bzw. das Einsetzen von Zahlen in die fertigen Ausdriicke (9) 
und Tabelle 1; denn diese GréBen erscheinen sowohl in den Leitmatrizen des Reduktionsver- 
fahrens wie in dem Gleichungssystem 


ges (27) 


der Eliminationsmethode mit den u Uberzahligen (X,, X, ...X,) =Y und den Belastungs- 
gliedermu(ta, fs ear a — &e 

Das Reduktionsverfahren verlangt nun auBerdem fiir jedes der n Felder: a) die Multiplika- 
tion der Leitmatrix %; mit einem in drei (bzw. zwei) Anteile aufgespaltenen Vektor, b) das Be- 
rechnen der Produkte c; w; und C; g;, c) die Multiplikation der ersten beiden Kolonnen (bzw. 
der ersten allein) mit den freien Konstanten (bzw. der Hauptkonstante). Die Tabelle 4 gibt 
iiber die erforderliche Anzahl von Multiplikationen AufschluB, und zwar fiir die beiden Extrem- 
fille des vollkommen elastisch gestiitzten Balkens (Federn und Drehfedern, Beispiel 1) und des 
Clapeyrontrigers. Darin ist das Auflésen der beiden linearen Gleichungen nicht einbezogen, da 
ja ein Mehrfaches dieser Arbeit beim ersten Rechenschritt infolge der einfachen Form des An- 
fangsvektors \)) eingespart wird. Beim homogenen Trager mit lauter gleichen Feldlangen lund 
Biegesteifigkeiten E J besteht die Berechnung des Produktes Leitmatrix mal Vektor bei Wahl 
von 1* =] und P* = 6 EJ/I? tiberhaupt nur aus je einer Multiplikation mit den Zahlen 3, —3 
und —6 (siehe die beiden ersten Leitmatrizen im Beispiel 2). 


Tabelle 4. Anzahl der erforderlichen Multiplikationen fiir ein Feld beim Reduktionsverfahren. 


Trager, elastisch gestiitzt Durchlauftrager auf festen Stiitzen 
und elastisch eingespannt (Clapeyrontrager) 
Berechnung von 
allgemein homogen allgemein homogen 
a) Leitmatrix mal Vektor 683 == 18 $o8 = Y Oneal Sows H 
b) c; w,, C; 9; SO Or = 6 0 0 
c) samtlichen Kraft- und 8 8 4 4 
Deformationsgr68en 
| 
Summe 32 23 16 10 


Nun zur Eliminationsmethode. Auer der Vorbereitung muB a) das Gleichungssystem (27) 
aus den Funktionswerten (3) und (4) zusammengestellt und b) aufgelést werden. Da sich all- 
gemeine Angaben nicht machen lassen, beschranken wir uns auf den Durchlauftrager und den 
Balken auf elastischen Stiitzen, deren Gleichungssysteme drei- baw. fiinfgliedrig sind, und stellen 
die Anzahl der erforderlichen Multiplikationen in der Tabelle 5 zusammen. 


Tabelle 5. Anzahl der erforderlichen Multiplikationen fiir die 
Berechnung von u Uberzdahligen bei der Eliminationsmethode. 


Trager auf elastischen 
Stiitzen 
(fiinfgliedrig) 


Trager auf festen 
Stiitzen 


(dreigliedrig) 


a) Berechnen der Koeffizienten 27u — 16 0 
b) Auflosen der Gleichungen 10 u— 14 Su—4 
Summe 37 u — 30 .u—4 


Da bei beiden Tragern zu n Feldern n — 1 = u Uberzahlige (namlich die Stiitzmomente) ge- 
héren, ist allein an der Anzahl der Multiplikationen gemessen, die Eliminationsmethode im Vor- 
teil beim Clapeyrontrager. Beim Balken auf elastischen Stiitzen aber ist das Reduktionsver- 
fahren schon gleichwertig und wohl stets iiberlegen, wenn die linken Seiten des Gleichungs- 
systems nicht formelmaBig fertig vorliegen. Treten zu den elastischen Stiitzen noch elastische 
Einspannungen (Drehfedern) hinzu (wie im Beispiel 1), so wird das Reduktionsverfahren kaum 
davon beriihrt; dagegen verdoppelt sich sofort die Anzahl der Uberzahligen, die Elimination der 
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Kraft- oder DeformationsgréB®en wird dann duferst miihselig, findet sich in der gingigen Lite- 
ratur der Baustatik auch nirgends durchgefihrt. 


; Natiirlich ist die Anzahl der Multiplikationen nicht immer das geeignete MaQ; fiir die tiblichen 
Tischrechenmaschinen zum Beispiel ist vielmehr die Anzahl der skalaren Produkte weseutlich, 
und in dieser Hinsicht ist das in Matrizen geschriebene Reduktionsverfahren offenbar stets im 
Vorteil, da sich der EliminationsprozeB selbst wie auch das Einsetzen in fertige Formeln nicht 
durchweg in Form von skalaren Produkten erledigen laBt. 


12. Die Variation der Belastung. Soll derselbe Trager fiir verschiedene Belastungen be- 
rechnet werden, so hat man lediglich die fiinften Spalten der Lettmatrizen nach Tabelle 1 aus- 
zuwechseln und die letzte Kolonne im Zahlenschema zu erneuern; in den beiden Randbedin- 
gungen dndern sich dann nur die rechten Seiten. Auch die Eliminationsmethode braucht infolge 
der Aufspaltung in zwei ,,gestaffelte‘ Gleichungssysteme (Dreiecksmatrizen) nur einen geringen 
Teil der Rechnung zu wiederholen. Das bisweilen empfohlene Aufstellen der Reziproken 9(— (in 
der Baustatik auch ,,Konjugierte“ genannt) bedeutet im allgemeinen eine Arbeitsvergeudung 
von mehreren Hundert Prozent und scheidet daher in der Praxis aus. 

Auch das Mitfiihren freier Parameter in den BelastungsgréBen bereitet keine Schwierig- 
keiten. Insbesondere bei Einzelkraften und -kraftepaaren kann man entweder deren Betrage 
offen lassen (,,EinfluBmatrizen‘‘, Beispiel 2) oder deren Angriffspunkte (,,EinfluBlinien“’) oder 
schlieBlich beides. 


13. Die Variation der Traigergréfen; der nachtrigliche Einbau von Stiitzen und Gelenken. 
Von der Variation der Langen, Biegesteifigkeiten und Federkonstanten werden beim Reduk- 
tionsverfahren die Leitmatrizen, bei der Eliminationsmethode aufer den rechten Seiten auch noch 
die Elemente der Matrix selbst betroffen; groBe Teile der Rechnung miissen daher wiederholt 
werden, falls man nicht eine oder mehrere Gré8en als freie Parameter bis zum SchluB mitnehmen 
will, was beim Reduktionsverfahren, da immer nur multipliziert, niemals dividiert wird, miihelos 
gelingt, nicht aber bei der Eliminationsmethode. Denn der Gauf sche Algorithmus verlangt bei 
jedem Rechenschritt eine Division, wodurch allgemeine formelmaBige Ausdriicke in Gestalt von 
gebrochenen rationalen Funktionen so stark anschwellen kénnen, da®B unter Umstanden der 
Algorithmus als praktisches Verfahren vollig in Frage gestellt wird. 

Will man schlieBlich erst nachtraglich Stiitzen oder Gelenke cinbauen, d.h. die Anzahl der 
Felder vermehren, so mu das Eliminationsverfahren nicht nur die Zahlenrechnung, sondern 
auch die Aufstellung der Gleichungen selbst (den Eliminationsvorgang) wiederholen. Beim Re- 
duktionsverfahren dagegen fiihrt man zusatzliche Federn (Beispiel 2) oder SprunggréBen an be- 
liebiger Stelle des Tragers mit Hilfe der Gleichungen (2) ein und multipliziert sie fiir sich in 
eigenen Kolonnen im Schema (25) bis nach unten durch; etwa neu hinzugekommene Zwischen- 
bedingungen werden dann zum SchlufB mit den beiden Randbedingungen gemeinsam erfillt; 
das Ganze lauft also im wesentlichen auf das ,,erweiterte Verfahren“ von Ziffer 8 c) hinaus. 


14. Verallgemeinerungen des Verfahrens. Das Reduktionsverfahren ist in zwei Richtungen 
verallgemeinerungsfabig : 

a) Die Differentialgleichung (1) und mit ihr die Feld- und Leitmatrizen werden durch andere 
ersetzt, gegebenenfalls auch die Ubergangsmatrizen. So kann man zum Beispiel ohne weiteres 
den Einflu8 von Schubkraften! oder Temperaturschwankungen in die Matrix (9) aufnehmen; 
ebenso andert sich im Prinzip nicht viel, wenn etwa die Differentialgleichung des Knickens oder 
Schwingens zugrunde liegt. Bei homogenen Problemen (freien Schwingungen, Knicken) kann 
man in allen Leitmatrizen die nun iiberfliissigen fiinften Spalten und Zeilen streichen; auch fehlt 
die dritte Kolonne im Schema (25). Sei schlieBlich irgend eine lineare (in)homogene Differen- 
tialgleichung mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten der Ordnung m anstelle von (1) ge- 
geben und kennt man dazu ein Fundamentalsystem (und eine Partikularlésung), so bereitet 
auch hier das Aufstellen der Feld- und Leitmatrizen von der Ordnung m (m + 1) keine Schwie- 
rigkeiten®. 

b) Die Topologie des Tragers wird verallgemeinert. Fur beliebig verzweigte offene (d. h. 
einfach zusammenhingende) raumliche Rahmen bietet das Reduktionsverfahren kaum neue 
Gesichtspunkte; es sind jetzt lediglich mehrere, voneinander unabhangige Gleichungssysteme 


1 Siehe etwa H. Fuhrke, Ing.-Arch. 23 (1955), S. 333, Gleichung (27). 


2 8, Falk, a. a. O. ae 


232 Falk: Die Berechnung des beliebig gestiitzten Durchlauftragers usw. Ingenieur-Archiv 


zweiter Ordnung zu lisen; im wesentlichen verlauft die Rechnung wieder nach dem Schema (25). 
Enthalt der Rahmen jedoch geschlossene Umlaufe (Stockwerkrahmen, Tragerroste), so treten 
auch Gleichungssysteme von héherer als zweiter Ordnung auf, doch soll davon erst in einer 
spateren Arbeit die Rede sein. 


15. Zusammenfassung. Wir haben das in der Idee nicht neue Reduktionsverfahren auf den 
beliebig gestiitzten Durchlauftrager angewandt, allgemeine Formeln zur Aufstellung der Grund- 
gleichungen hergeleitet und die Rechnung so weit schematisiert, daB sie auch von Hilfskraften 
oder auf Rechenautomaten durchgefiihrt werden kann. Der Vergleich mit der klassischen Eli- 
minationsmethode zeigte, dafs das Reduktionsverfahren dem Rechenaufwand nach fast immer, 
in der Weite seines Anwendungsbereiches aber grundsatzlich iiberlegen ist. Drei hinreichend 
erlduterte Beispiele geben einen Begriff von der Geschlossenheit einer in Matrizen durchge- 
fiihrten gréReren Zahlenrechnung. 


(Eingegangen am 17. Januar 1956.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Sigurd Falk, Braunschweig, Celler StraBe 93 a. 
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